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PRÉFACE. 



JVL. Bossut y membre de l'Institut national^ est l'auteur qui 
a traité ayec le plus de détail la partie de la Statique^ qui a 
pour objet l'équilibre des voûtes : son Traité se trouve à la 
fin de sa Mécanique ^ imprimée en i802. Il est précédé d'une 
introduction qui sert à faire connaître l'objet de la Statique 
des voûtes y ainsi que l'historique de cette science. Je trans- 
crirai ici cette introduction y afin de (mettre le lecteur à 
même di'apprécier mon travail : je rendrai compte ensuite 
des moti& qui m^ont déterminé à traiter le même sujets et 
des différences qui distinguent mon Ouvrage de tous ceux 
qui l'ont précédé. . 

« Tout le monde sait que les. pierres ou les poussoirs 
» dont une voûte est Composée ^ formeiit des espèces de 
» pyramides tronquées y qui y en s'appu jant les unes contre 
» 1^ autres par leurs faces latérales et inclinées y se con- 
n trebalancent mutuellement^ et demeurent suspendues en 
» l'air sans le secours d'aucun soutien inférieur ; tout leur 
» effort se dirige vers les massife , ou pieds - droits qui 
» soutiennent la voûte y comme si elle n^était qu'un seul et 
9» même corps continu. Les voussoirs éprouvent Taction de 
» dififérentes forces y qui proviennent ou de leurs poids ^ ou 
7> de pressions extérieures y ou du frot|:ement y ou de la 
» cohésion des matières, etc. Toutes ces forces et les ré- 
» sistânces des pieds-droits composent uii système qui doit 
» être en équilibre, et de plus, cet ëtat d'équilibre doit avoir 
3 une consistance fermé et durable. . 

9 Les forces particulières qui agissent de proche en pro- 

a 
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30 che sur chaque voussoir peuvent être fort dififérentes. Far 
S) exemple , dans tkAe'vpuie âeraa-cîrcukîre ^ le voussoir du 
» milieu ou la clei^ agit comme un coin contre le second vous- 
» soir à droite et ^à gauche^ et tend à le faire remonter; le se- 
y> cond voussoir .agit de même ooiitre le troisième; celui-ci 
» contre le quatrième^ ainsi de suite. Or.^ à mesure qu'on 
» s'éloigne de la clef ^ les angles quefforment les laces laté- 
» Fsles tles vousf oIfs avec «rhorîzon vont len ^diminuant ; 
» d'où il r^6ulte <|Ue les .pressions absolues des voussoirs 
3» doivent alldr>en augmentante afin que les efforts résul- 
^ tans decespressiona^ perpendiculairement duxfiuîescon- 
2> tiguës des vouMoirSi^ «oient jéEgaux «de pnooheen proche y 
» et se fassent mutuellement équilibre. 

yy En général ^ quelles que puissent être la figure d-une 

i> voûte et la nature des forces qui agissent sur les vous- 

ji soira^ il doit exister entre toutes ces forces une relation 

» telle'^e , tous li^s voussoirs^ qm fo^mdtf t ^é^Ilâment des 

di corps séparîét , soient naaintemis en éclpollibf^ ^ns toute 

^ l^tendue de la voûte , isbns quoi elte S6 défoq^memt et 

» tomberait .par pièces : ensuite , lorsque côt équilibre par- 

-» lielsera établi , on pourra considérer 4à 'Voûte^'ccmme un 

^D xorpscontinut^ etdl ne -s^agîW-plud qur dte ^détérôiiner les 

ji9 dimensions que 1«8 pieds droits doivent inroir ^oUr en 

j!> soiltedir la poussée^ i ou pour Ik^p^nrtêr sans s^éc jaser. 

^ n ne paraît pas que les anciens architectes fussent con* 
» âùifs pir des principes certains et géométriques dans la 
* » recherche des moyens qu'ils employaient pour assurer k 
» solidité de leurs édifices. X'expérience ^ rimitation ^ et une 
» mécanique naturelle , leur servaient de guides. Vitruve , 
» qui florissaît sous Auguste ^ et qui a rassemblé dans son 
'fï'srchiteôture toutes les connaissances qu'il regarde coztime 
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» nécessaires à ceiix qui exercent c.et art ^ |ie parle aucivr 
» nement des secours qu^ils doivent empruater de. la œ^'^ 
» canique pour connaître et^décomposer les forces > et poujr 
» renvoyer leurs efforts v«ffs des appuis çïipables de ];es>sgu- 
» tenfr. Il ne dit rien non pin? de l^'Oft Ai tirait i ou de la 
» coupQ des pîenres et des bois* Vtaisemblaj^ment le^ aa« 
n eiens architectes^ occupés d'une manière exclusive de tout 
» ce qui regardait la décoration externe et la distribution 
» interne de leurs édifices , abandonnaient entièrement aux 
» appai^eilleurs la partie de Fart y qui a pour objet la solî* 
» dite et le détail des moyens, de construction ': en ^bî 
)• ils ont eu mallteureusement trqp . d'ituitatçuts parmi les 
)» modernes* 

' t , 

» Qn o'ft coramieiiêé <|ue tri^^rtaijd à sçintir la néc^si|:é de 
jr soumettce le problème, dc^ l'équUibre dçs voûtes au^ç lois 
» de la mécanique. En ii%&^ Ift Hipe.^ dans soq Traité âfC 
^ mécanique > établit par la théorie di} cpin la jiroportiop 
39 suivant laquelle on doit fiirë augmenter lesi Çoid$. absolus 
S) des voussoirs ^ depuis la clef jusqu'aux impostes y dans une 
» voûte demi - circulaire. L'hfatbrîèn de l'Académie 'des 
» Sciences rapporte^ sous Pamiée 17^4/ qné PiEirent dé- 
51 ter tnina '^suivant les mêmes principes , xùbUs seulemjent 
» prfr points^ la figure que doit avoir FextradQ& 'd^une 
» voûte dont l'intrados, est un demi-cerclfe , et qufit doàna 
» de plus la mesure de la poussée d'une telle; vdûte- cioatre 
» les pieds droits. •/ 

» J'ignojce si cette sgliitiona été imprimée. . • 

)» Les deux illufitré» frèves > JacqH«S) BieVijLQiii^i^ et J^^i 
» BernouUi^Huygheiu.Qt !L€â)Qit2> ^yantréso^^^ep ij^K, 
» le problème de la chairè^tte , les^éonj^tres n^; taxdÀreat 
« pas à s'apercevoir que la %ure 4^ cette courbe j retour* 
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1^ née âe bas en haut ^ est celle qu'oïl doit donner à une 
)» voûte composée de voussoirs* infiniment petits et égale*- 
B ment pesdns , pour que toutes ses parties soient em 
i9 équilibre. David Gr^ori fit remarquer le premier cette 
i) identité^ âsniïslts Transactions philosophiques ]^owt Fan- 
» née 1707 ; maïs son raisonnement , quoiqu'exact ^ n'avait 
lo pas toute la clarté qu'on pouvait désirer. 

^ On trouve dans f un des Mémoires posthumes de Jac- 
» ques Bernoulli deux solutions directes du problème j 
:}i fondées sur deux différentes manières d'envisager l'action 
.« des voussoîrs. La première est claire , simple , exacte , et 
» conduit facilement à la véritable équation de la courbe 
» qui est la chaînette retournée; la seconde a besqin d'une 
» petite correction^ que l'auteur aurait sans doute faite lui- 
» même , s'il eût pu revoir son Mémoire , et que Cramer , 
» éditeur de ses œuvres y a indiquée : au moyen de cette 
» correction, on retrouve éjgalement l'équation de la 
» chaînette. 

» Dians les Mémoires de l'Académie des Sciences pour 

3t> r^née 171a ^ La Hire ^ considérant le problème de la 

fl?. poussée des voûtes , sous un point de vue indiqué par 

'9 quelques expériences^ en donna une solution ^ qui ^ par 

-m la siniplicité du calcul et des résultats^ fut saisie et adoptée 

>. avidement par la plupavt des praticiens ^ sans s'embarrasser 

» si elle était applicable à tous les cas qui peuvent arriver. 

7> Il suppose que les voûtes dont les pieds-droits n'ont pas 

9 une épaisseur suffisante pour en soutenir la poussée y se 

'D fendait vers les reins à la hauteur d'environ 45 degrés au* 

» dessous ^s impostes : en conséquence il regarde la partie 

* supérieure de la voûte comme un coin qui tend à écarter 

*»J ou à renvet'ser les pieds*dr.Qits ; et il détermine , par la 
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» théorie du coîn et du levier, les dimensions qu'ils doî- 
» vent avoir pour résister à leur effort. On s'en est tenu 
» pendant long^temps uniquement à cette méthode pour 
V les. voûtes en berceau; on Ta même appliquée aux voûtes 
* en dôme , quoique les deux cas ne se ressemblent point/ 
30 et qu'ils conduisent à des équations de degrés différens ^ 
» comme on le verra par la suite* 

^ Couplet a donné en deux parties un Mémoire sur la 
» poussée des voûtes en berceau ; la première , imprimée 
^ dans le volume de TAcadémie pour Pannée 1729, traite 
» de la poussée des voûtes et de Tépaisseur [de leurs pieds* 
^ droits y en considérant les voussoirs comme infiniment 
» polis y ou comme pouvant glisser les uns sur les autres ^ 
» sans éprouver aucune résistance de la part du frottement ; 
» mais comme cette hypothèse n'est pas exactement con- 
» forme à l'expérience , la seconde partie du Mémoire , 
» imprimée dans le volume de TAc^démie pour l'année 
» 1780, a pour objet les mènes questions^ en sûp- 
» posant que les voussoirs n'ont pas la faculté de glis- 
» ser , mais qu'ils peuvent se soulever et s'écarter les uns 
» des autres par de petits mouvemens de rotation* Toute 
» cette théorie est appliquée, principalement aux voûtes 
ii circulaires. Couplet détermine la proportion des poids 
» des voussoirs ^ et la figure qu'il faut donner à l'extrados 
» relativement à l'intrados : il n'a d'ailleurs ajouté que très- 
» peu de chose aux théories de La Hire et Parent ; et aucun 
» d'eux n'a traité le sujet avec la généralité et la précision 
» nécessaires soit dans la théorie ^ soit dans la pratique. 

<r Le volume de l'Académie pour Tannée 1734 , contient 
» un Mémoire de Bouguer sur les lignes courbes ^ propres 
» à former les voûtes en dôme. L'auteur fait yoir qu'on 
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» peut employer pour cela une infinitë de lignes courbes ^ 
» * et en même temps il indique la manière de choisir les plus 

» avantageuses. Il suppose toujours que les voussoirs ont 
» leurs sur&ces infiniment polies ; il établit , d'après cette 

» hypothèse^ les conditions de l'ëquilibre dans chaque assise 

» horizontale d'une voûte en dôme. On voit que ce pro- 

» blême a de Tanalogie avec celui de la chaînette retournée* 

» pour les voûtes en bercçau. Bouguer n'a dailleurs donné 

» aucune méthode pour déterminer la poussée des voûtes 

» en dôme ; il n'a point examioë la loi des forces qui doi- 

ju vent agir sur les voussoirs lorsque la courbe génératrice 

» est assujétie à des conditions données; matière féconde 

» en problèmes curieux et utiles. 

» Tels sont les ouvrages y au moins, ceux qui m^étaient 
» connus ^ sur féquilibre des voûtes , lorsqu'ea 1*770 ^ comme 
» les dates en font foi ^ je traitai la question dans, toute sa 
31 généralité , tant pour les voûtes en berceau cpie pour les 
» voûtes en. dôme. «Texau^înai tout ce qui. regarde la figure 
«. et la poussée de ces deux espèces de voûtes ^ dans deux 
» mémoires imprimés parmi ceux de TAcadémie des Scien* 
» ces de Paris, pour les années 1774 et 1776. Ce travail fut 
jn entrepris à l'occasion du dôme de Téglise de Sainte-Gene- 
» viève ( aujourd'hui & Panthéon français ) commeiacéepar 
9 le célèbre architecte Sooflot , et achevée sur ses dessins» 
3» Les piliers et les colonnes qui portent ee dôme ayant été 
D regardés par quelques critiques, peu versés dans la mé« 
z canique , comme insuffisans pour en soutenir la poussée , 
M je fus engagé à chercher la vraie formule générale , alors 
3» inconnue , pour déterminer la poussée des voûtes en 
» dôme, comme la Hire a déterminé celle des voûtes en 
» berceau. L'appKcation que je fis de ma formule au sujet 
» en question, prouve que les piliers avaient une épaisseur 
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b suffiBat>te pouf résister au renversement^ aussi l'édifice 

w nVt*-!! éprpuyéii.cet égardaucua mouvement. Mais pq^r 

'» l'usagé vicieux où Vxm était Alors de creuser le lit des 

» pierres yers l'intérieur , il €bt arrivé que le tassement , 

1» occasionné par la charge supérieure du dôme ^ a fait 

p éclater les pierres vers lesparemens y et que presque toutes 

» les colonnes ont éprouvé les funestes effets de ce tasse- 

p ment. Souflot^ lui-même ^ gui ^n eut une crainte anticî- 

» pée, entreprit de feire des expériences pour déter- 

> miner la résistance dont les pierres sont capables sans 
V s'écraser sous des pressions données. Il mourut en 1780^ 
» avec la malheureuse certitude oculaire ^ que les piliers de 
p son dôme commençaient à se briser vers les bords. Sa ma- 
"» chine à écraser les pierres a été dans la suite fort perfec- 
» tionnée^ar le cit. Eondelet y qui a fait un grand nombre 
» d'expénenees sur la résistance des pierres de différentes 
3» espèces et de différentes dimensions : il a déjà publié une 
» partie de ce travail dans son Mémoire historique sur le 
» Panthéon français (1793) j il l'a continué avec succès , et 
y> on en doit attendre les plus grands avantages pour la con- 
p naissance de cette branche importante de l'architecture. 
» J'ajouterai ici qu'on a pris en dernier lieu des précautions 
» efficaces contre les progrès de l'aSaîssement du dôme du 

> Panthéon français. 

9 Le toiùe 7 des ouvrages présentés à l'Académie des 
9 Soiences^ contient ^scnis la date de l'année 1778 , un beau 
1» Mémoire du oit. Coulomb y aujoud'hui metnbre de Tlns- 
» titut national 3 sur quelques problèmes relatifs à l'archi- 

> tecture. Parmi ces problèmes se trouve celui de PéquUibre 
» des voûtes en berceau , que l'auteur a traité par une mé- 
» thode dirigée vers l'utîlité-pratique.; 
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9 Ea 1785 , le cit. Mascheroni fit Imprimer à Bergame un 

> ouvrage intitulé : Nuove Richerehe sidt equilibrio deUe 
Y vobe p dans lequel il y a des propositions curielises sur 

> Téquilibre des voûtes y principalement sur Péquilibre des 
» voûtes en dôme , à bases circulaires , elliptiques et pply- 
» gonales. L'auteup reconnaît lui-même que mes deux Mé- 
'^ moires ne lui ont p^s été inutiles. • 

^ Un grand nombre de nouvelles réflexions théoriques 
^ et expérimentales que j'ai faites^ depuis mes premiers 
» essais ^ sur toute cette matière , m'ont déterminé à la re- 
» prendre et à' la traiter avec toute l'étendue nécessaire pour 

> rendre mes recherches utiles aux mécaniciens-géomètres. 
» J'ai d'ailleurs toujours suivi mes anciens principes : j'aurai 
» donc pu donner mes additions en forme de supplément à 

> mes deu^ Mémoires ^ mais cela aurait demandé une foule 
» de citations et de renvois , incompatibles avec k méthode 
» et la clarté , qui ne peuvent avoir lieu lorsque chaque 
:» chose n'est pas à sa véritable place. J'ai préféré de refondre 
y entièrement mes deux Mémoires , et d'y incorporer les 
3> additions, y de telle manière que le tout forme maintenant 
» un ouvrage comme nouveau. 

» Je considérerai séparément l'équilibre des voûtes en 
» berceau, et celui des voûtes en dôme' » 

Après avoir fait connaître le travail de M. Bossut, il me 
resterait à donner un précis du mien. Un coup d'œil sur ma 
table sommaire suffit pour donnet une idée du plan que j'ai 
adopté et des matières que j'ai traitées. .Je n'ajouterai que 
quelques réflexions. 

X)ans le premier chapitre , j'expose les principes de l'éqiii- 
libre entre les voussoirs d'une vçûte en berceau, en sup- 
posant ces voussoirs soumis à deux espèces de forces et de 

plan 
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plan sans frottement. La solution dece problème général que 
j'ai donnée dans le n? 4 est entièrement nouvelle : elle est 
simple et conduit à une équatiçn différentielle qui dans 
les applications se prête à des intégrations faciles. J'ai consi- 
déré le sujet sous les dififérens points de vue qu'il présente , 
et j'ai appliqué mes formules aux courbes les plus usitées ^ 

ainsi qu'à d'autres qui pourraient être employées avantageu* 
sèment. 

Dans le chapitre 2 , j'ai traité de la poussée des voûtes en 
berceau , problème qui ne saurait être résolu rigoureuse- 
ment y à cause des données physiques qu'il faut considérer. 
Après avoir rapporté les hypothèses connues , j'ai fait voir 
l'inexactitude de celles de La Hire ^ à cause de l'incertitude 
du joint de rupture dont la position varie suivant la figure 
de la voûte. JPai prouvé qu'on ne pouvait se dispenser de 
faire entrer dans le calcul les eflfets du frottement, et il en 
est résulté une théorie entièrement nouvelle , qui a l'avan- 
tage de bannir Tarbitraire dans la détermination du joint de 
rupture. C'est aux géomètres à juger le mérite de cette 
partie de mon travail , qui me parait la plus importante. 

Dans les chapitres 3 et 4 , j'ai traité , pour les dômes ^ 
bases circulaires , les mêmes questions que j'avais examinées 
dans les deux premiers chapitres à l'égard des voûtes en 
berceau. J'ai fait remarquer une singularité assez frappante ; 
savoir , que la surface d'extrados doit se terminer à la clef 
par une flèche ou pyramide qui s'étend à l'infini, à moins 
que le rayon de courbure de Tintrados à la clef ne soit 
infini. . 

Dans le chapitre 5 ^ j'ai traité des dômes à base régulière 
et polygonale , ainsi que de ceux dont les joints n'étant pas 
normaux ^ concourent en un même point 
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Enfin ^ j'ai terminé mon Ouvrage par ane appendice:6ur 
les anses de panier^ espèces de courbes usitées dans la 
construction des ponts. Je ne connais aucun traité sur 
cette matière , qui cependant présente de l'intérêt. 

J^ai examiné plusieurs questions que n'a point traitées 
M. Bossut ^ } ai osé relever quelques inexactitudes qui ont 
échappé à ce savant géomètre. Mon estime pour son nom 
et mon respect pour son grand âge^ ont dû céder aux 
devoirs impérieux que commandent l'intérêt de la science et 
l'amour de la vérité. J'ai d'ailleurs pensé que l'importance 
du su jet 9 aussi bien que l'intérêt des architectes et ingénieurs^ 
exigeaient que la matière fût plus développée , ce qui m'a 
déterminé à l'étendre dans un cadre ^ envii*oa quatre fois plus 
grand. Je ne prétends pas cependant avoir épuisé une nra- 
tière qui est très^féconde^ mais ce que j'en ai dit peut suffire 
aux architectes-géomètres pour les guider daus tous les cas 
qui peuvent se présenter. C'est pour eux uniquement que mon 
livre est «destiné ^ parce que les. bonnes n^tkodes de cons* 
truGtiop ^ fondées sur des tibéories rigoureuses y ne peuvent 
devenir communes qu'après avoir été adoptées par les ingé- 
nieurs instruits : je m'estimerai heureux si mon travail a pu 
mériter leur suffrage. 

Déjà plusieurs savans géomètres, MM.Deprony, Lacroix, 
Puissant, etc., ont bien voulu s'expliquer avantageusement 
sur ma Statique des Voûtes: on me permettra de raj^orter 
ici Ulettreécrite à ce sujet par M. Deprony à M. Houdouard. 
Le sufiragf honorable qu^elle renferme me fait espérer que 
mes efforts n'ayront pas été tout*à-fait inutiles au progr^ 
de la science^ 



I^aris^ le i5 janvier 18:9. 






LIrupeoteut général. Directeur de t École impériale 'des Ponts 
et Chaussées, membre de V Institut des sciences , lettres et arts de 
France, et de la Légion d honneur, à M. Houdouard^ membre du 
Corps législatif. Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées. 

, Je vous remercie. Monsieur et cher Camarade , de la communi- 
cation que uous ai^ez bien voulu me donner du Traité manuscrit de 
réquilîbre des Toutes , d^ M. Berard ; /ai parcouru , ai^ec grand 
plaisir , cet ombrage pendant le peu de momens que me laissent mes 
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Agréez y Monsieur et cher Camarade l'assurance de ma paiffaitô 
estime et de mon sincère jottoahementé 



DEPRONY. 



i*— "«(r 



TABLE SOMMAIRE. 



CHAPITRE PREMIER. 



De ^équilibre entre les voussoirs d'une voûte en berceau. 



SECTION niEMIÈRE. 



X ROBtEMC GéNÉRiLL : étant donné l'intrados , trouver l'extrados . et réciproque^ 
ment : ou bien , étant donné la courbe d'intrados , trouver la loi des forces , 
et réciproquement , • . P*8- } 

i: Réflexions préliminaires. Définitions , ^bid, 

â. Solution , quand les voussoirs ne sont soumis qu'i la pesanteur i ^ 

3. Relations entre les coordonnées de l'intrados et celles de l'extrados « 6 
4- Solution du problème général quand la voûte est soumise A deux espèces de 

forces ^ les unes verticales , les autres normales à l'intrados , 7 

5. Seconde solution pour le même cas , 9 

6. Troisième solution pour le même cas^ lû 

7. Relation entre le poids du voussoir et la gmndeur du joint « 1 i 

8. Expression de l'aire d'une voûte équilibrée, id 

SECTION n. 

Applications pour construire t extrados quand on connaît ïintrados, 

9. L'intrados étant elliptique , trouver l'extrados^ i3 

10. L'intrados étant circulaire , trouver l'extrados et son équation , ibid. 

1 1 . L'intrados étant parabolique ^ construire l'extrados , i4 

12. Étant donné l'intrados , trouver la loi des forces , i5 

SECTION III. 

'jtppUcations. TVouyer f intrados quand on connaît la loi des forces ou l'extrados. 

i3. Les voussoirs étant égaux ^ très-petits^ pesans , on la voûte étant sans épais- 
seur , trouver l'intrados. TaUe pour la constraction de toutes les chaînettes , ibid. 



TABLRSOMMAIRE. xyi| 

14. Voûte «n chaînette d'épaisseur égale. Le joint croît depuis la clef, quand Tin- 
trados eêt une chaînette , a3 

j5. Trouver Tintrados pour lequel l'extrados est parallèle , ^^ 

i6. Trouver l'intrados quand il doit être chargé de terrt o^ de pierres; a5 

.17. Trouver l'intrados ou la couche d'un linge chargé de fluide , aj 

i8. Trouver l'intrados chargé de fluide , en ayant égard aux poids des voussoirs 

*8*" > ^ ibid. 

19. Trouver l'intrados dont l'extrados est une ligne droite , aS 

CHAPITRE n. 

De la poussée des berceaux et de leur équilibre a\^ec les pieds-^droits. 

SECTION PREMIÈRE. 

Notions préliminaires. 

âo. Réflexions sur la poussée, 3q 

j2i. Des effets du frottement dans certains cas d'équilibre , 5l 

•SECTION II. 

Différentes hypothèses sur la povssée. 

sa. Hjrpotli^se du coin «t de la rupture aux reiua. Conditions du Aon-glîssement 
- des pieds-droite , 3g 

aS. Hjrpothèse de la rqptnre i la clef et aux reins. Équation de non^otation et de 
non-glissement des pieds-droits , 3g 

û4' Formules pour toutes espèces de berceaux équilibrés , 3q 

SECTION m. 

Essai d'une théorie nouvelle et plus rigoureuse de la poussée en ayant égard au 

frottement. 

â5. Notions préliminaires. Principe de la poussée , ^1 

a6. Formules générales dans l'hypothèse du coin avec frottement. Pression d'un 
joint quelconque , ^g 

S7. Fonniiles dans l'hypothèse des arcs-boutans , ^a 

a8. Formules d'approximation. Récapitidatîon , 5o 

SECTION IV. 

'Applications à afférentes espèces de voûtes: ' 
sg! Berceau cylindrique 1 



ixvîij TABLE SOBMAIRE: 

80. fiercMu an demi^llipâe » g« 

9i . Berceau parabolique ', 63 

Sd. Berceau en chaînette. Corde de k plut pitltt tÊtiàorn ^ Ç^ 

8B. Berceau paraboUquagéquilibré , 67 

94* Voûtes en avC dé cloître. Aire et oiçacité » 68 

85. Voftte d'Mte, Formules de pratufae , 71 

36. Des Ponts , 74 

S7t Berceau plat ^ 7? 

SECTION V. 

Du pied^droU d'égale résistance et du minimum des matériaux, 

38. De la figure extérieure du pied-droit , pour qu'il résiste partout également à 
la rupture et au renversement « 78 

39. Trouver la montée qui rend unmmmztm la somme des matériaux de la voûte 
et des pieds-droits « 8 1 

CHAPITRE ffl. 

De Véfjmlihrô entre les voussoirs des voûtes eh dôme à base circulaire^ 

SECTION PREMIÈRE, 

PfùH&mé fg ê m énd .itâîA doâné la coufb» gitiératrÎM -d* U wifaoe ém t^irtradoe ; 

trouver celle d'extrados , et réciproquement : ou bien ^ étant deomé l'iatrAdae fçé^ 

' Aératettif , tmuvet la loi des forcée , «t rédptoqtienMnt » 84 

40. Équations générales ^ quand il y a deux espèeei de fiiroei^ lesouei fteticalee, 
les autres normales à Fintradoe ^ ihid* 

41 . Equation de la loi des forces ou des poids des voussoirs , 86 
43. Cubatnre du dôme. Poids des Ittsises, 87 

43. Grandeur des joints ^ leur rapport aux forces. Dômes terminés en flèche in- 
finie , 88 

44. Du joint qui est un minimum , go 

SECTION IL 

jifpUcations. 

45. Trouter la courbe de l'intradôs , dans le cas où la voûte doit Stre infiniment 
peu épaisse ou d'épaisseur ooi^stmti » ^ eeumise A la seule action de la pe- 
santeur, 31 

46. Discussion de la bombe. Rectification . Ah» 4e k voAto. Capacité sous le dôme. 
Quadrature de la courbe. Sa développée. Epaisseur du dôme qui doit être cous* 
tante. Table pour l'épure 1 93 



TABLE SOMMAIRE. xU 

CHAÏ^ltRE !V. 

De t équilibre entre les dômes à base circulaire y et les tambours qui 

les supportent, 

SECTION PREMIÈRE. 
Équations ^équilibre entre le dôme et le tambour. 

47. Des dômes équilibrés, gg 

48. Formules pour toutes espèces de dômes , dans différentes hypothèses ^ 1 02 
43* Centre d'inertie d*an onglet. Ydnme d'une calotte» io5 

5ECTI0N IL 

Applications. 

m 

5o. Dôme ^'épaisseur uniforme et équilibre, 107 

5i. Dôme en cni<le-four. TaUes des aires et dçs centres de gratité de Tellip-» 
soïde» ibid, 

B2, Dôme hémisphérique. Différentes formules » 110 

53. Dôme parabolique du Panthéon français , ii3 

sEcnoisr m. 

Du tambour d'égale résistance et du nûnimnm des matériaux. 

54* Tambour d'égale résistance , ii5 

55. • Minimum des matériaux , 118 

CHAPITRE V. 

Des voûtes irrégulières y ou dont les joints ne sont pas normaux à 

Vintrados. 

SECTION PREMIÈRE. 

Des voûtes dont ks joints concourent en un même point. 

m 

56. Lignes de courbure des surfaces courbes. Perpendicularité des joints^ 119 
67. Berceau dont les joints concourent à un centre commun , laS 
58, Dôme dont les joints concourent i vgL centre commun , ia5 



TABLE SOMMAIRE. ' 

SECTION II. . 

Dts voûtes à base régulière et symétrique', 

69. Étant donné la surface d'intrados , troorer celle d'extrados équSibréei 1S7 
60. Cas où l'épaisseur du dôme doit être uniforme. Plusieurs solutions | ia6 

APPENDICE. 

Obserrations préliminaires , 1^7 

PiLOB. 1 . Des anses de panier à trois centres , i38 

Paob. fl. Étant donnée la montée, ainsi que le nombre des degrés des arcs y «xcepté 

les deux derniers Toisins de la clef ^ d'une demi-anse à un nombre quelconque de 

centras , trouver cette anse , ^4^ 

Prob. 9. Des anses à cinq centres , \é^ 

Prob. 4- ^®* anses à un nombre quelconque de centres , \é{j 

Prob. 5, Faire une anse de panier d'un nombre quelconque de centres > dont les 

arcs soient d'un nombre de degrés déterminé , et dont les changemens de cour-' 

bure soient égaux « . « i49 

Prob. 6. Trouver la ligne de courbure uniformément croissante ; i53 

Prob. 7. Sur l'équilibre et la poussée des anses de panier^ i6q 



FIN DE LA TABLE. 






■ I " m 



THEORIE 



DE 



L'ÉQUILIBRE DES VOÛTES. 



CHAPITRE PREMim. 

DE L'ÉQUILIBRE ENTRE LES VOUSSOIRS D'UNE VOÛTE 

EN BERCEAU. 



É 



SECTION PREMIERE. 



Problème général. 



TANT donné Fintrados^ trouver Textrados^ et réciproquement: 
ou bien, étant donné l'intrados,- trouver la loi des forces, et réci-^ 
proquement. ' 

I . On sait qu'on appelle voûie une sur&be courbe ea pierres , 
qui recouvre une base de figure quelconque* Si cette surface est 
engendrée par le mouvement d'une ligne courbe parallèlement à 
^e-mème, la voûte est dite en berceau. Si la voûte est engendrée 



es 
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par la révolution d'une courbe tournant autour d'un axe vertical , 
elle prend le nom de dôme a base circulaire, etc. 

Les pierres dont est composée la vo&t< sont des espèces de coins 
ou de pyramides tronquées^ applicjuées les unes contre les autres; 
on les nomme 2;ow^ofr5^ et les faces par lesquelles ils se touchent 
s'appellent yoz/2/^. Les joints doivent ^ tant pour la grâce que pour 
la solidité de la construction^ être perpendiculaires à la surface in- 
térieure de la voûte, qu'on appelle intrados; la surface extérieure 
est nommée extrados. 

On sent que chaque voussoir fait un effort pour écarter ceux qui 
le touchent: cet effort est variable pour chacun, et dépend de sa 
position. La voûte la plus parfaite serait celle où les efforts des 
différens voussoîrs seraient teUement combinés, qu'en les sup{l6- 
saut polis et sans frottement, tous ces efforts se détruiraient mu** 
tuellement ; car alors il y aurait équilibre entre les diverses parties 
de la voûte : il ne resterait plus qu'à donner aux murs ou pieds- 
droits qui supportent la voûte, l'épaisseur suffisante pour résister 
à la poussée , c'est-à-dire à l'effort de la voûte pour renverser les 
pieds'droits. 

C'est dans ce problèine général que consiste la théorie de l'équi-' 
libre des voûtes. U est rare que les Architectes se conforment 
aux principes de la Statique , et si l'on ne voit pas toutes les voûtes 
s'écrouler après qu'on a enlevé le cintre , c'est uniquement le frot« 
tement et la liaison du mortier qui préviennent cet accident. 

Nous examinerons d'abord les conditions de l'équilibre entre 
les voussoîrs des voûtes en berceau : nous déterminerons ensuite 
la poussée et l'épaisseur des pieds droits; puis nous passerons 
aux voûtes en dôme, en suivant le même ordre que pour celles 
en berceau. 

Les voussoîrs peuvent être scdlicités par des forces de différentes 
espèces : nous examinerons ce problème général dans un autre 
article. Four aller du simple au composé , nous commencerons par 
le cas le plus ordinaire, celui ou les voussoirs ne sont soumis 
qu'à l'action de leur propre poids. 



3. Solution pour le cas où les voussoirs ne sont soumis qu'à Faction 
delà pesanteur. ËFF'Ë', EFIHN, Ë'F'M'N^ (fig. i) sont trois coina 
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pesans^ sans frottement ; les deux derniers reposent sur les deux 
l^ns inclines et symétriquement placés MN y M'N', et le premier 
repose entre les deux autres : on demande Féquatîon d'équilibre 
entre ces trois coins. 

Soit aM le poids du coin EFF'E'^ N celui de chacun des deux 
autres ; € Tangle aigu NRV formé par le joint NM avec la verti* 
cale VR; cl Fangle aigu formé par le joint EF avec la verticale. 
Soit VT une perpendiculaire élerée sur le milieu de EF, Y le 
point où elle rencontre la verticale passant par le centre de gra- 
vité du coin Vy et T le point où elle rencontre la montée pro* 
longée ou la verticale passant par la cleC 

Le poids du coin intermédiaire^ ou la force aM^ peut être sup» 
posée appliquée au point T de sa direction^ et décomposée en 
deux autres égales TR^ TR^ : de même la force N peut être sup- 
posée agur au point V de sa direction^ et décomposée en deux 
autres^ Tune YI^ perpendiculaire au plan MN et détruite par ce 
plan^ l'autre \hy directement opposée à la force TR. Il £siudra 
donc y pour l'équilibre , qu'on ait TR=s VA : cherchons l'expression 
de ces deux lignes. 

Si la force aM est représenté^ par T/^ et si on mène rhorizon«" 
taie R^ y on verra aisément qu'on a TR = /R ; T^ = M ; 

RTi=R/T=90*— a; «^ = a; d'où l'on tire TR=-^. On 

trouvera de méme^ que dans le triangle Yvhy on a (en faisant 
yf^ = N) Vf'AŒgo*— €; i^V&=9o«+«; ï^W=€ — a; d'où l'on 

tire V/k==-4^. L'équation d'équilibre devient 4^===-ÎL, 

d'où il est aisé de tirer Mtang€ = (M-f*N) tang« (i). 

Si^ au lieu de chercher l'équilibre entre trois coins ^ nous eussions 
regardé la montée TO comme un plan inébranlable ^ et cherché 
l'équation d'équil3>re entre les' deux coins SSTE y EFMN y retenus 
entre les plans SS^ et MN y il est évident que nous serions arrivés 
à la même équation (i). Cette équation exprime donc la relation qui 
doit toujours exister entre les masses M, N de deux portions de 
voûte SSTE^EFMN, et les angles tt et €y quelles que soient d'ail- 
leurs les figures de l'extrados et de l'intrados^ du moins tant que la 
voûte n'est aounuse qp'à la force de la pesanteur. 
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Comme rien jusqu'ici ne détermine la grandeur du coin EFNM,' 
on peut supposer que l'aube SSTE demeurant le méme^ N de^ 
vienne N+^N, et tangc devienne tangi+Atangé. Alors l'équa*; 
lion (i) se change en 

M(tang€ + Atang€)=(M + N + AN)tanga; 
'de laquelle retranchant Téquatlon (i) on tirera 

M^_A(tangO _^^^ 

tang* ^ -^ 

Cette équation (2) exprime la relation entre la masse AN dW 
TOussoir quelconque^ et l'incrément ou accroissement: fini A(tange)y' 
qui est donné par l'angle que forment les dçux joints qui terminent 
ce Youssoir. Si la matière de la voûte est homogène, on pourra 
prendre pour M et N les aires au lieu des poids. L'équaticta (2) 
peut servir à déterminer par points^ soit l'extrados, soit l^ntrados^ 
quand on connaît l'un des deux. Mais nous exposerons plus bas 
un moyen plus conunode^ qui consiste à calculer la longueiu* de 
chaque joint. 

Après avoir considéré une suite de cmnn -tra voussoirs d'une 
grandeur finie, il faut passer au cas où ces voussoirs étant inÇni- 
ment petits , la suite des joints forme une courbe d'intrados et une 
courbe d'extrados. Soit (fig. 2) MN un joint quelconque faisant 
^avec la verticale un angle € ; mn, un autre joint infiniment proche; 
SP = a:, PM=j^, les coordonnées du point M. En imaginant un 
autre joint fixe EF et désignant par M la masse du coin SSTE , 
par N celle du coin variable EFMN, et par a l'angle formé par le 

joint ÉF , on aura tang€ =^ •' l'équation (i) deviendra 

« 

M^ = (MH-N).tang« (3): 

^ ce sera l'équation de l'intrados , en observant que N est une fono 
tion de Xyjr^ qui doit être donnée, soit par la position de l'ex*- 
trados, s'il est connu ^ soit par toute autre condition de la question. 

. On peut trouver encore une équation plus simple pour caracté<« 
riser l'état d'équilibre. Si le voussoir N est très-petit^ ce qu'il J&ut 
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supposer pour passer du polygone à la courbe , on a N = dM. et 
tang€SE3tanga-f-<f.tanga: £dsant ces substitutions dans l'éipiar 
tion (i)^ elle devient 



••C4;> 



tangflt d.taDg* 

propriété très-remarquable. Cette dernière équation étant écrite 

ainsi: -^ sss . ^^"^* > et intégrée^ donne IogM=logtang«+Iogc; 
d'où 

' r^^c (5). 

tangce ^ ^ 

Cette équation fournit cette autre propriété remarquable^ savoir ^ 
que l'espace M compris entre l'intrados et l'extrados est toujours 
quarrable puisqu'il est égal à c iangA, et que le rapport de cette 
aire à la tangente de l'angle correspondant a est invariable. Ces pro« 
prîétés nous seront utiles par la suite. Novs ferons voir que la 

quantité exprime la poussée horizontale de la demi-voùte. 

Il reste à trouver la longueur d*un joint de lit quelconque. En 
conservant lo6 notations du n*" précédent ^ et nommant de plus 
l'arc SM=:s ^ R le rayon de courbure MI du point M de l'intra- 
dos^ et K la grandeur cherchée du joint MN^ on aura l'angle 
"Mlmzszdè; Mm=:d$=zl^dê (en appelant i le rayon des tables); 
Tare NL décrit du point I comme centre (R + K)rff. 

En remarquant que le triangle N/iL est infiniment petit du second 
ordre y on trouvera que la sur&ce . du petit voussoir MNnm est 

KJ€(R-|.iK). Mais l'équation (2) donne ^=M^"y^= ^^ ^tos^ r 

or ^ est aussi l'aire du petit voussoir MNnm. Egalant Les deux 
expressions de cette aire^ et résolvant l'équation qui en résulte^ on 

en tire K = — R + l/^- — 2 r- + R*f ou en mettant pour 

cos' € sa valeur -^^^ , et remplaçant par la lettre c la quantité cons- 

On peut dès à présent déterminer la constante <?, en observant 
qu'à la clef^ona dssszdjr^ et qu'en appelant*^ l'épaisseur SS' de 
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la vûfite en ce point ^ on doit avoir aussi K=:A. Soit doncr ce 

que devient Rà la clef^ on trouvera G=A:*-t~^^i ^t l'on aura 

finalement 

K-.-.R + j/(A.H-arA)^H-R'.. ...... (6). 

. Cette équation (6) fournit le moyen le plus simple de construire 
Textrados quand on connaît l'intrados. 

On peut avoir besoin de connaître la nature de l'une des deux 
courbes d'intrados ou d'extrados^ quand on connaît l'autre : je vais 
chercher les relations qui existent entre les coordonnées de Tune 
et celles de l'autre. 

5. Relations entre^les coordonnées de Pintrados et celles de Fex" 
trados. Soit (fig. 5) SQ=â/ et QN=y, deux coordonnées rec- 
tangulaires de l'extrados. Ayant mené la verticale MH, on aura 
MH = a: — x'î HN=/— j^j MNssK. En comparant le triangle 
MNH avec le triangle infiniment petit formé par dx^ djr^ ds qui lui 
est semblable y on trouvera aisément les deux équations suivantes : 

Éliminant R entre ces denz iéqoations et l'ëquatton (6), on 
anra les deux suivantes i 

(y-'jr)dj'-(x'^a/)dx = o (7), 

Par le moyen de l'équation de l'intrados^ jrz=if(x)y on fera dis- 
paraître des équations (7) et (8), dj^ dx, ds et R, ainsi que j: 
on aura alors deux équations entre x, ^^^> desquelles élimi- 
nant jc, il viendra l'équation cherchée de l'extrados entre x' et y, 
il est évident que le problème sera toujours possible. 

Si au contraire- on connaît l'extrados et qu'on demande Fintrados^ 
il faudra éliminer x^ et y des deux équations ci^dessus et de 
y z=zf(sf) : il viendra une équation difiérentielle du second ordre 
entre x ei jr^ qu'il fôiidra intégrer deux fois : on aura deux cons- 
tantes nouvelles c' et c'^ outre c qu'il faut remettre dans l'équa- 
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lion (8) à la place de A:^»f- 2rk. On déterminera ces trois constantes 
par les conditions^ I^ qjoCon sit xs=zo, quand ^=0; 2"". qu'on ait 

2^ =o> quand :r=o; 3*. xtssa, quand /=:&. On yoit que le second 

problème est toujours plus difficile que le premier ^ et permet de 
remplir certaines conditions ; tandis que le premier est déterminé 
et algébrique. 

4* Solution plus générale. Dans les articles précédens^ les vous* 
soirs n'étaient soumis qu'à la seule action de leur propre poids. 
Les formules que nous avons trouvées suffisent pour déterminer 
rintrados par l'extrados ^ et réciproquement. 

Mais les voussoirs peuvent être soumis à d'autres forces que celles 
de la pesanteur. Nous allons résoudre le problème général^ en sup^ 
posant les voussoirs soumis à deux espèces de forces , les unes nor^ 
maies ^ les autres verticales^ et toutes deux variables pour chaque 
point de l'intrados. On peut ramener a ce cas tous les autres. 

Première solution. Quelles que soient la grandeur et la direction 
des forces qui agissent sur la voûte, on peut toujours la concevoir 
composée de trois coins EFNM , ETTNf'M', EFET' (fig. 4) , dont 
les deux premiers soot ^aux et symétriquement placés. L'équilibre 
devra avoir lieu non«-seulement entre ces trois coins , mais encore 
entre les parties ou voussoirs qui composent chaque coin ; de plus , 
Féquilibre devra encore subsister^ si on £ût varier 4^ grandeur le 
coin du milieu et les deux adjacens^ ou seulement les deux coins 
extrêmes par la variation des plans MN, MTNT' le coin EFET' res- 
tant le même. Nous allons employer ce dernier prin<^pe^ comme 
étant plus siniple. 

Soit tt l'angle formé par la verticale avec le joint fixe EF^ €.ce-* 
lui que fait la même verticale avec le joint MN wriable de position^ ^ 
P la force normale et variable qui presse chaque point de l'intra-- 
dos ^ et Q la force verticale et variable de grandeur seulement qui 
agit sur le même point. Quelles que soient les grandeurs et les di-« 
réctions des forces P et Q qui agissent sur le coin intermédiaire EF'^ 
leur résultante 9 que j'appelle sM^ sera nécessairement verticale et 
passera par la clef. 

Si on élève sur le milieu de ËF ^ une perpendiculaire qui ren* 
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contre en T la montée prolongée^ et qu'on déc<$9pose la force 
:aiM = T/ en deux autres TK , TK', U faudra que ces deux forces 
soient détruites par celles qui agissent sur les deux coins sur les«. 
quels repose celui du milieu. 

Soit Yy la résiiltante de toutes les forces qui agissent sur le coin 
MNFE , et V le point où elle est rencontrée par TV : si on la dé- 
compose en deux autres ^ Tune VI perpendiculaire au plan MN^' 
par lequel elle sera détruite j» et l'autre VH, il ûiudra^ pour l'éqoir 
libre , qu'on ait VH = TK. 

Nous avons vu . article a , qu'on a TK = -: — : reste à trouver 

l'expression de VH. 

Je décompose la force normale P qui agit sur chaque poiift de 
l'élément ds de l'arc EM^ et qui est Vds^ en deux^ l'une hbri- 

zontale, qu'on verra être Pds^r <^ l^dx; l'autre verticale, qui 

sera Vdjr. La somme des premières qui agissent sur l'arc fini MB 
est/Pdx; celle des secondies est /Vdjr} ces intégrales étant censées 
prises depuis le point E jusqu'au point M. 

Quant aux forces Q, leur résultante pour l'arc ME sen/K^ds: 

Puisque nous avons représenté par Vi' la résultante unique des 
trois groupes de forces ci-dessus, si on construit un parallélo- 
gramme sur cette ligne, conune diagonale, et dont les côtés soient 
l'un ' horizontal , l'autre vertical , on aura Va? s=s f^dx et 
yr=:fPdjr+/qds. 

Soit prolongée Vr jusqu'en/, on aura les angles VJfzsse-^a} 

rV/*=:90*— t; rfp=^go^—^àL} /i^r=:a} on trouvera /(^= ^ 
7f=L\zDJgcL.îVi y= sm(f— <c 5^ d'où Ton conclut aisément 



C08«' 



"**" 8in(f— et) ^^ cosct 



M 
sin «' 



Telle est l'équation d'équilibre qui , par de siiiiples transforma^ 
lions , se met d'abord sous la forme suivante ; 



-t — (cosa tangc-^sinoi) ;=z/fdjr+fQds •+- tangc/Pix. 



Pour 
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IN^VLT faire disparaître le signe y, et éviter rindétermînatioa du 
point E y d'où se comptent les intégrales^ il faut difierentier deux 
fois de suite l'équation ci-dessus y en se rappelant que M et a sont 

constans. Mettant ensuite pour tangs sa valeur -t- 3 ^^. arrive 
à l'équation d f ^.L. \ + d f ^A +Prfa:=o^ k laquelle 

\H^)) vW)) 

on donne la forme suivante y plus commode > en y introduisant le 
rayon de courbure R = tj-t- • 

d(PR^£) + i{^)+PJ^=o fe). 

Pour faire usage de l'équation (9)^ il faudra y substituer pour F 
et Q leurs valeurs données par la nature de la question^ et pour R 
une des valeurs suivantes^ que l'on choisira de manière à avoir 

l'intégration la plus simple^ savoir, R= _ ^^^j. ; R 
dp « A* -D ^^ 'îy^ 




fait constant dxy ou (fy, ou ds. 

5. On trouverait une autre solution, en suivant une autre marche: 
On pourrait chercher l'équation d'équilibre, en considérant le 
voussoir du milieu comme étant d'une grandeur finie, mais variable 
et terminé par les coordonnées x et^, et regardant les voussoirs 
voisins comme infiniment petits, et serait variable et l'on aurait 
£=:a + ^; Yx^zVdx; Vr=P€^ + Q^^. Les forces fPdx se dé- 
truiraient pour les deux moitiés du voussoir du milieu ; l'on aurait 
Tt:=:2fVd)r'^2fQds : en se conduisant comme dans la première 
solution, faisant attention que cos£^ot = i; siadeL^^day et reje- 
tant les difierentielles des ordres supérieurs, on trouve l'équation 
suivante : 

d(FR^) + d{qK^)^Vdjr + qds ;...(io). 



\ 
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Cette équation est plus composée que Téquatioii (9)^ sans être 
plus générale : elle donne les mêmes intégrales dans les appli- 
cations. 

6* Troisième solution. En considérant la courbe cherchée comme 
un polygone d'une infinité de côtés y on en prend trois consécutifs^ 
aby hcy cd (ûg. 5 et6)y et supposant les forces appliquées aux 
angles 9 on décomposera celles qui sont appliquées à un même 
angle j chacune en deux autres dirigées suivant les deux cÀtés de 
cet angle : alors la condition générale de l'équilibre ^ est que pour 
chaque côté intermédiaire, tel que bc (fig. 5), la somme des forces 
qui agissent de b vers c soit égale à la somme de celles qui agissent 
de c vers b. 

Gela est fondé sur ce qu'en supposant trois voussoirs quelconques 
renfermés entre deux plans immobiles, ils doivent encore être en 
équilibre par l'effet des forces qui leur sont appliquées. 

Ici les forces P appliquées aux angles i et c partagent ces 
angles en deux parties égales^ et les forces Q sont parallèles à 
l'axe des x. La force normale qui agit au point b sur tous, les points 
de l'élément ds , est Pdj : la force verticale est Qds. Ces forces se- 
ront, pour le point Cy dsÇP^dV) et <fc(Q»4-^), en supposant ds 
constant. 

Nommons Sq:=:x; (jfa=s:jr; ab=:ids; bf:=iVds. Décomposons la 
force ^en deux autres, suivant les côtés du polygone. L'angle de 
contingence abc fom^é par les côtés du polygone sera exprimé 

par jr en appelant R le rayon de courbure. Donc l'angle de con- 
tingence bcz' sera g^Trgjg' 

Gela posé , en se rappelant que la résultante et les deux com- 
posantes sont représentées en grandeur , chacune par le sinus de 
l'angle formé par les directions des deux autres^ on aura sin^i^e, 
où siuabe : sin^^^ :: Vdsl be; donc en Ëtisant attention que l'angle 

fbg est droite on a -^ : i :: Tds :ie=:PR. Par une décomposi- 
tion et un raisonnement semblables pour le point c^ on trouvera 
GK = (P+^) (R+éfll). 
Décomposons pareillement les forcer Q ou bk (fîg*6. ) [pour 



j 
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éviter la confusion dans la figure (5) ] en deux autres dirigées sui- 
Tant les côtes du polygone. Nous aurons sin ibl, OU sintt(;$^ ou 

sitxbik : sinkH ou sinn^ :: Qds l bi^ ou V-î^-»Q^'*^=^'^j^« 

On tit)uvera de même pour le point c, ûxkmcb : %mmon^ ou 
sln^c/ y ou sin {b<y^ — bcii) :: ds (Q+^iQ) : co. Or 

sin (bc/ — bcz')=. sinbc/cos &C2^— sin bcz'cosbc/ as . X'T^ é^^ r^Jbl 

( parce que le cosinus de bcz' est censé égal au rayon) : donc 

Substituant dans Téquation d'équilibre be^bivsxûk'^co les Tab- 
leurs de ces forces ^ on a 

équation qui n'est autre chose que celle-^ci, en rejetant cotnme 
il contient les différentielles des ordreé supérieurs, 

J(PR) + ^(^) — Qf«»«o (il). 

Cette dernière équation revient au même, et donne les mêmes 
résultats que l'équation (9) de la première solutiou, quoiqu'elle^ 
se présentent sous des formes différentes. Cette différence tientrk 
la manière dont les forces ont été décomposées. L^équatîon de la 
première solution devra être préférée connue donnant des inté* 
grales plus commodes, lorsque les forces P seront nulles: ce sera 
le contraire quand les forces Q seront nulles, et l'équation (11) 
sera préférable. 

7. Relation entre la grandeur i& joint et le poids qui preèse Fin* 
trados. Quand on connaît l'intrados , et qu'on demande l'extrados , 
on peut toujours le tracer , comme nous avons vu par l'équation (6) 
du n* 9, s'il n'y a que des forces verticales, et c'est toujours le 
moyen le plus simple. Cependant, on peut avoir besoin de connaître 
la loi des forces Q qui agissent sur chaque point de l'intrados , les- 
quelles sont proportionnelles aux aires des voussoirs, et non pas 
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aux grandeurs R des joints ; il est donc à propos de chercher k 

relation entre K et Q, 

Dans réquation (9) du n* 4^ 1^ qnantitë Q exprime le poids qui 
presse chaque point du petit arc ds de ^'intrados : le poids qui presse 
cet arc est donc Q^^; mais ce poids n'est autre chose que celui du 
Youssoir lui-même^ ou de son aire ; or TexpressioiTde cette aire est 

(n* 2) -~ (aR+R) : on en conclut 

-^(:.R+R)=Q (la). 

Au moyen de cette équation , lorsqu'on connaîtra le rayon R de 
courbure de l'intrados^ pour un point quelconque de la courbe^ 
et l'une des deux quantités R ou Q, on trouvera l'autre* 

8. Nous avons déjà dît que l'aire de toute voûte équilibrée est 
quarrable. L'équation (9) du n"" 4 fournit une expression simple 
de cette aire. En effet quand les forces P sont nulles^ cette équa- 
tion (9) se réduit à un seul terme , et intégrant elle devient 

^^nj^ = C'. . .(a). Pour déterminer la constante C, il faut rentuuv 

quer qu'à la clef on ai djr=ds} Rs=r; Q=y, et que l'équation (12) 

donne ^= — (2r+^)j d'où l'on conclut C=:i k(2r^k). Substî- 

tuant cette valeur de C% et pour R sa valeur --^rx dansl'é- 

quation (a), elle devient Q* = ï*(ar+^)</2-, et intégrant on a 

/Qi. = aire = M = lA(2r+*)^ (,5), 

intégrale qui n'exige pas de nouvelle constante. 

L'équation jjjr;j=C trouvée dans le n' 3, aurait conduit au même 
résultat. 
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SECTION IL 

i 

Applications pour construire t extrados quand on conncdt ^intrados. 

9. L'intrados étant elliptique ^ trouver V extrados. 

Soit pour intrados une ellipse surhaussée (fîg. 7) y et surabaîssée 
(fig. 8)^ dont la montée est a ^ et la demi-base b^ son équation sera, 

dans les deux cas,/ = - Va^wc— «x* : on trouvera 

■ 

Ces valetirs étant substituées dans réquation 



feront connaître K , et serviront à construire par points Fextràdos/ 
On observera que l'épaisseur K de la voûte va en augmentant de- 
puis la clef jusqu'aux naissances où elle est infinie. A la rigueur y et 
abstraction £adte du frottement , on voit qu'il ne serait pas possible 
de mettre le voussoir des naissances en équilibre avec les autres. 
Dans la pratique , le frottement s'oppose au glissement de ce der-* 
nier voussoir. 

10; L^ intrados étant circulaire, trouver Textrados. Il suffit de Êdre 

» 

i :;=: a dans les expressions du. n° précédent, et l'on trouvera 



R 



\/\ 



On tire de cette expression une construction simple que voici ; 

Menez (fîg. 3) Jes horizontales S^^ SV; et ayant décrit un demi^ 
cercle sur R/ comme diamètre^ portez S^ de / en N''^ puis faites 
RN == RN' ; le point N appartieiidra à la courbe de l'extrados. Oa 
répétera la même opération pour chaque voussoir» 
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Si l'on veut connaître la nature de la courbe d'extrados rapportée 
à des coordonnées rectangulaires JK< ^tf ^ comme dans le n"* 3^ on 

aura ici pour j^==/'(x) , l'équation y = \/2 aa: — ^ , et en se con- 
duisant comme il est prescrit dans le numéro cité ^ on trouyera 
Téquation suivante : 

Il fiiut remarque!* ici, eômitie dans k n* précédent ^ que la gMtH 
deur K des joints va sans cesse en augmentant depuis la clef^ ce qui 
explique pourquoi les berceaux cylindriques d'épaisseur égale se 
ronqpent ordinairement vers les reins. On doit eh conclure que 
dans la construction on ne doit pas néglifi^er de fortifier ces ber- 
ceaux depuis le voussoir, de 4^* environ jusqu'aux naissances. 



II. V intrados étant pataholiqVé , construire t extrados. 

Soit l'intrados une parabole dont l'équation est^* scpx : on aura 



*• 
^ 
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ét±^. R«14îl±£li! 



afi' 



con- 



Substituant ces valeurs dans Téquation (6) , et Êusant attention qu'on 
a ici r=sf/?^ on trouvera 

a/>* flp* 

Remarquons que , dans le cas présent ^ K va en diminuant sans 
cesse depuis U clef jusqu'aux impostes ^ tandis que c'est le 
traire lorsque l'intrados est un demi^cercle. 

Si nous avions cberché la relation entre af ety , nous serions 
arrivés à une équation très-compL'quée du quatrième degré. La 
figure 9 représente la voûte dont nous venons de trouver l'extNidos* 

M. Êossut {Dynamique^ Équilibre des Foutes) ^ a donné k sa 
figure anialogue plus d'épaisseur aux naissances qu'à la clef ^ tandis 
que ce devrait être le contraire. L^hitecte du Panthéon firançaîs 
a commis la même erreur. 
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1:1. Voyons maiateu^ut comni^nt U^ équations (9 at 91) servent 

à trouver la loi des forces ou la loi des poid^ dies vous9oi?s> quand 

on connaît la nature de Fintrados. 

Supposons , par exemple y que les voussoîrs ne soient soun^îs 

qu'à Tactiçu de leur propre poids, Je fais P == o dan4 l'équation 

(9) y ^t intégrant , il vient Q =c= g^-j. Pour déterminer C , suppo- 
sons qu'à la clef où d$z=:d)ry on ait Q se ^^ R = r^ Téquation 
ci-dessus donnera Css yr, et l'on aura Q = ^-; ^^^^(j"^' 
équation qui donnera la grandeur de la force Q qui sollicite chaque 

point de l'intrados^ en y mettant pour t-^Tj^J ^^ valeur donnée 
par l'équation de Fintrados. 
Si 9 par exemple y l'intrados est une demi-ellîpse dont a soit la 

montée et b la demi-base , on trouvera O =s 7============. 

' ^ (i«— y»)V/M— Ay+ay 

Cette expression fait voir que les forces Q doivent augmenter de* 
puis la clef jusqu'aux naissances où elles sont infinies. 

Supposons actuellement les forces Q=:o; l'équation (11) étant 
intégrée donne tout de suite P ss^ 3'> et en déterminant C conmie 

ci-dessus, on aP=:|r(/7 et r étant les valeurs de P et R à la 

clef) : ce résultat fait voir que les forces nwmale^ P doivent être 
en raison inverse des rayons de courbure. Dans le cas de l'ellipse 

ci-dessus , on trouve P = 2 . . d>QÙ l'on conclut que 

la pression à la clef est à celle des naissances comme c? est a i' ^ et 
que dans le cercle elle doit être constante y résultat qui était connu . 

SECTION III. 

APPLICATION. Trouver Vintrados quand on connaît la loi 

des forces ou P extrados» 

i5. Le problème de la section précédente est toujours algébrique 
et possible, quand même on n'aurait que l'équation difTérentielld- 
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du premier ordre de l'intrados. Il n'en est pas de même du pro*^ 
blême inyerse qui fait Tobjet de la présente section : sa solution 
exige toujours trois intégrations^ comme on va le yoir dans les 
exemples qui suivent. 

Je vais chercher quelle eist la courbe d'intrados quand l'épaisseur 
k de la voûte est infiniment petite. Alors on a M = 5^ et l'équation 

• M ;= C tang a du n* 2 ^ en y mettant j- pour tang a ^ devient 

S^ = cdx' : c'est là l'équation de la courbe cherchée , qu'il ne s'agit 
plus que d'intégrer. 

On peut la trouver encore très-simplement d'une autre manière; 
Supposer que le poids M est proportionnel à l'arc S , c'est la même 
chose que de faire constante la force Q qui presse chaque point de 
l'intrados. Si donc on fait P = o ^ Q = < ^^^^ l'équation (g) du 

n* 4i ^t qu'on intègre^ on aura -2^=:C, qui, en y mettant pour 
R sa valeur tt-t* devient ds-=iC.d{-r)i et en intégrant, 

on a, conmie ci-dessus, 

sdjr = cdx (a) , 

intégrale qui n'exige pas de nouveUe constante , ^arce qu'elle 
s'anéantit d'elle-même à la clef, où l'on a ^ := o ; -7- = o. 

Pour intégrer Téquation (a) , j'y mets \/ds* — dâ? pour «Jr , et 
îl vient cllr = -T^=, dont l'inuïgrale est RH-C'= y/s^ + c», ou 

S = V(^"f-^'/"^^** Substituant cette valeur de S dans l'équation 
(a), il vient dj = --======= dont on trouve que l'intégrale est 

^ = C' — clog{jt: + C — N/(a; + 0^— c*} (14). 

On détermine les trois constantes, en assujétissant la courbe à 
remplir trois conditions. Par exemple , si le point S doit être la 

dx 

clef, on doit avoir dans ce point j- = o etar = o; alors l'équa*- 

tion en dx^ et en djr donne Gs=:(7. Si on veut ensuite que le 

point 
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]po1nt S soit l'origine des coordonnées^ Tëquation (i4) devra donner 
cr = o et j^ = o ^ et on en tire C s= G log G. Par ces substitutions^ 

l'équation (14) devient 

.... , . 

^«clog L== -: ^ log î±fi±Z±Ii (,5) 

Pour déterminer G , il &uclra qu'en appelant a la montée et 6 
la demi-base^ l'équation (i5) donne j^3=s6 quand xssstf : par là 

«De d^ent i = c log '''^''+>^'^+'^ , y fe„dra déterminer G 

par une espèce de tâtonnement. 

Remarcpons que l'équation (i5) est celle d'une dalnette ren-«. 
versée^ et que Tare s est rectifiable^ puisqu'on a ^ =: \/jc* + 3^^- 

Nous avons supposé que les deux impostes étaient à la même 
bauleur : si cela n'était pas y il suffirait d'imaginer la courbe pro- 
longée du c6té de l'imposte le plus bas. La clef serait toujours le 
point le plus âevé de la courbe , mais son axe se rapprocherait 
davantage de l'imposte le plus élevé. La détermination de G serait 
un peu dlSerente^ mais n'aurait rien de difficile. 

A ne considérer que la solidité de la construction ^ la chaînette 
est sans contredit la courbe que l'on doit préférer pour les voûtes 
en berceau , puisque si les voussoirs y sont en équilibre , sans le 
secours du frottement et du ciment y cet équilibre s^affermira bien 
plus par le laps du temps. Q est vrai que , quelle que soit la courbe 
de llntrados , on peut trouver y comme nous avons vu y un extrados 
qui procure aussi l'équilibre ; mais la chaînette a ^eule l'avantage j 
comme nous le verrons y de comporter une épaisseur uniforme y en 
prenant cette épaisseur moitié en dehors y moiâé en dedans. 

L'architecte non géomètre peut y en fixant contre un mur les 
extrémités d'une corde lâche et flexible y tracer l'épure de la vOjUte. 
Voici les moyens plus exacts que la Géométrie présente. 

a étant toujours la montée ^ & la demi-base^ on calculera d'abord 
la valeur de la constante G^ soit par le tâtonnement d'après la 
dernière équation^ soit au moyen de la série «suivante ~~ 

i 

1 ___ aa aa* , afia* 6aaa^ ' 
C — F — 55* "*" 45F "" 345*» 
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qae Fou obtient en mettant Téquation sous forme exponentielle ^ 
xëdnisant en série les termes exponentiels^ et déterminant C par la 
métliode du retour des suites. 
Ayant trouvé G ^ on déterminera la longueur de la courbe par 

Véquatioo SA =: ^^ea + ë? (fîg» lo). Soit n le noiabre des vous* 
ioirs, — sera Tare de chacun d'eux. On fera successivement 



5= — >J=s y szst p^c. dans Véifoatàomx i g+V->^+^> 

çt l'on auira les valeurs, correspondantes de x , qui , étant ^hbsiî* 
tuées dans l'équation (i5)^ donneront celles de ^. Enfin ^ pour 
avoir la direction des joints , on calculera les valeurs correspond 
dantes de chaque sous-normale PR ou z par l'équation 



^ = ^ = ?' 




J^ai placé ici une Table qui a pom» objet d'épargner presque 
tous les cahmls; elle donne les valeurs de s ,, x^yj^ %y dans la 
supposition de c = a5w bnagjinons qu'oa ait tracé sn^r un carton la 
chaînette représentée par cette TaUe ^ en commençant par les va- 
leurs de X et de ^; il suffira de^ prendre une portion plus ou moins 
grande de la courbe^ pour avoir l'épure en petit de la voûte pro- 
posée* 

Qu'oa veuille y )iar exemple y £dre une voûte dont la montée a 
soit de dix mètres ^ et là demi-base £ de 8 ^ on aura le modèle de 
cette voûte y en cherchant le point de la courbe pour lequel l'ab- 
scisse SP ou X est à l'ordonnée PS£ oxxj dans le rapport de lO à 8. 

On verra £icilement que. cela a Heu dans la Table y lorsque 
S = 8o^ ;^=s:58^8i^jr=46> 99* Si L'on prend donc au lieu du 
^apport de dix. à huit^ celui très-approchant de 58^ 81 à 46^ 99 
pour le rapport de la montée à la demi-base ; l'arc SA sera par- 
tagé en 80 voussoirs égaux y et la Table présentera les calculs tout 
faits pour les 80 voussoirs : on pourra les réduire à 40 ou 20 ou 
lo. U est aisé de voir comment il fiarat se conduire dans tous les 
autres cas. On pourra^ pour simplifier^ multiplier tous les nombres 

de la Table par 7-—-, ou 0,1703, et construire ensuite la courbe ; 

alors la demi-base sera 8^ et la montée 10,01. 
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. ^ Si Ton veut ovoiç le C qui convient à la chaînette demandée ^ 
il suffit de prendre pour a et il le premier x et le premier j^ de 
la Table Corrigée , et d'en substituer les valeurs dans réquation 

^ = -p — etc. dont le premier terme suffit^ à cause de la peti-« 

tesse de la première valeur de x. On verra que cela revient k ravi* 

tiplier le G de la Table^ ou ^5 par 2? — 9 ce qui donne 4i^5« 

Si on ne trouvait pas dans la Table un rapport assez approcha 
de celui qu'on veut établir entre la montée et sa demi-base , on 
pourrait intercaler d'autres termes entre ceux de la Table, et ap«« 
procher de plus près du rapport donné; mais cela aéra presque 
toujours superflu, {f^ojez dT 3a.) 
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T<ible des^n^orts entre Tare Sif=z9j f abscisse SP:=x^ Cordonnet 
PM^szy j la sous-normale PR^si%^ pour la chaînette ordinaire 
dont Cz=i25. 



s 


y 


1 

. X 


s 


S ■ 


y 


X 


« 


1 


i,oo 


Ojoa 


a5,oo 


a6 


33,73 


11^08 


ai, 86 


a 


a,oo 


0,08 


«4,97 


37 


33,4a 


11,80 


ai, 68 


3 


a>99 


0^18 


«4,94 


38 


«4,09 


.13,54 


ai,5i 


4 


3,99 


o,3a 


«4,9» 


«9 


34,76 


i3,a9 


ai,34 


5 


^,97 


o^5o 


84,86 


3o. 


35,4° 


i4,o5 


ai>.i7 


6 


5,95 


^.7' 


«4,79 


3. 


36,04 


»4>85 


ai.,oo 


7 


6»9a 


o,9« 


34,71 


3a 


a6,6S 


i5,6i 


ao,83 


8 


7>87 


i,a5 


a4,6o 


33 


«7,87 


iM^ 


ao,66 


9 


8,8a 


1.57 


a4,5o 


34 


37,87 


i7,ai 


ao,49 


lO 


9»75 


»,95 


«4,37 


35 


38,45 


i8>oa 


ao,33 


II 


10,67 


a,3i 


a4,a5 


36 


89,03 


i8,83 


ao,i6 


, la 


11,58 


»>7^ 


34,1a 


37 


39,59 


i5,G6 


ao,cx) 


i3 


»a>47 


3,18 


33,98 


38 


3o,i4 


' ao>4» 


19,83 


»4 


i3,36 


3,65 


33,86 


39 


3o,68 


ai ,33 


^9^7 


i5 


i4,a3 


4,16 


a3,7a 


40 


3i,a8 


aa>i7 


i9,5i 


i6 


15,07 


4.68 


•3,55 


4« 


51,74 


a3,oa 


»9,36 


>7 


15,90 


5,1^ 


a3,38 


43 


33,36 


a3,88 


19, ao 


i8 


16,7a 


5,81 


a3,aft 


43 


3a,77 


MyjA 


19,05 


»9 


17,5a 


6,40 


a3,o5 


U 


33,87 


a5,6z 


18,90 


ao 


i8,3i 


7,01 


33,89 


45 


33,76 


a6>48 


18,75 


81 


»9,o8 


7,65 


aa,7a 


46 


34,34 


a7,36 


18,61 


aa 


19,84 


8,3i 


fla,55 


47. 


34,71 


a8,a4 


18,46 


83 


30,59 


8,98 


33,38 


48 


_ 35,18^ 


^»Si** 


i8,3a 


M 


81 ,3a 


9,66 


93,31 


4b 


35,64 


3o,oi 


18,18 


85 

« 


8a,o3 


10,36 


83,o3 


5o 


36,09 


5o,9Q 


»8,o5 
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Suite de la Table. 



s . 

5i 


J' 


X 


» . 


s . 
76 


y 


X 




56,53. 


3i,8o 


»7,9» 


45,77 


55,01 


i5,o6 . 


Sa 


36,97 


5a,70 


>7,77 


77 


46,08 


55,96 


14,96 


53 


37,40 . 


33,60 


17,64 


7a 


46,39 


56,91 


14,87 


54 


37,8a 


•34, 5i 


i7,5i 


79 


46,69 


57,86 


14,77 


55 


38, a4 


35,4a 


17,38' 


80 


46.99 


58, 81 


14,68 

• 


^ 56 


38,65 


36,33 


i7,a5 


81 


47,^9 


59>77 


14,59 


57 


39,06 


37,a4 


17, i3 


8a 


47,58 


60,7a 


14, 5o 


58 


39,46 


38, 16 


17,01 


83 


AT fil 


61,68 


14,4» 


5» 


39,85 


39,08 


16,89 


84 


48,16 


63,64 


14,33 


6o 


40, a4 


40,00. 


16,77 


85 


48,44 


63,6o 


i4,a5 


6i 


40,6a 


40,93 


i6,65 


86 


48,^ 


64,56 


14,16 


6a 


4o,99 


41.85 


16.53 


87 


49,00 


65,5a 


14,08 


63 


41, 36 


43,78 


i6,4a 


88 


49,a8 


66^ 


14,00 


64 


4», 73 


43,71 


i6,3o 


89 


49,55 


67,44 


13,93 


65 


^»09 


44»fô 


16,19 


90 


49,8a 


68,41 


i3,84 


66 


4a,45 


45,58 


16,08 


9» 


5o,09 


69.37 


13,76 


67 


4a,8o 


46,5» 


•5,97 


9* 


5o,35 


70,34 


i3,68 


68 


43,i5 


47,45 


i5,86 


93 


5o,6i 


71,30 


i3,6o 


69 


43,49 


48,39 


15,76 


94 


50,87 


73,87 


i5,53 


70 


43,83 


49,33 


i5,65. 


95 


5i,»3 


73,a4 

m 


•3,45 


^ 7» 


U>i7 


5o,a8 


i5,55 


96 


5i,38 


74,ao 


13,38 


7» 


44, 5o 


5i,aa 


«5,45 


97 


5i,63 


75,17 


i^,3i 


75 


44,8a 


5a,i7 


i5,35 


98 


5i,.88 


76,14 


i3,a3 


7-^ 


- 45,14 


53, u 


i5,a5 


99 


5a, t3 


77^" 


i3,i6 . 


75 


45,46 


54,06 


• i5,i6 


100 


52,37 


78,08 


13,09 



ii 
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•SWte de la Table. 



S 


y 


X 


z 


S 


y 


X 


z 


101 


5a,9i 


79>q5 


i3,oa. 


106 


1 

58,oo 


io3,45 


ti,5i 


109 


53,85 


80 ^oa 


ia,g5 


ia7 


58,ao 


io4>4^ 


ti,46 


to3 


53,09 


81,00 

• 


ia,89 


ia8 


58,59 


io5,4« 


11,41 


104 


53,3ii 


8>,97 


ia,8a 


199 


58,68 


106,40 


11,36 


io5 

• 


53,55 


*3.94 


ia,75 


i3p 


58,77 


107,38 


ii^3o 


106 


53,78 


83,91 


13,69 


i3i 


58,96 


108,35 


11, a5 


107 


54,01 


84.89 


ia,6a 


i3a 


59, i5 


109,35 


11, ao 


loS 


54, a4 


85,86 


ia,56 


i33 


59,54 


110^33 


11, i5 


109 


54,47 


86,83 


ia,5o 


i34 


59,5a 


111, 3i 


11,10 


110 


54,69 


87,81 


ia,43 


i35 


59,7» 


iia,a8 


11,06 


m 


54,9» 


88.78 


ia,37 


i36 


59.89 


ii3^a8 


ti,oi 


lia 


55, i3 


89.76 


ia,3i 


'K 


60,07 


114, a6 


10,96 


ii3 


55,35 


90.73 


ia,ft5 


i38 


60, a5 


ii5,a5 


10,91 


114 


55,56 


9>.7» 


»fl,ï9 


139 


60,45 


ii6^a3 


10,87 


ii5 


55,77 


9a,68 


ia,i3 


i4o 


60,60 


ll7,9ft 


lo^Sa 


116 


55,98 


95.66 


13,07 


>4i 


60,77 


ii8,ao 


10,77 


117 


56,19 


94.64 


ia,oi 


i4a 


«0,95 


119,18 


10,73 


118 


56,39 


95, e« 


»»,95 


143 


61, la 


lao^iS 


10,68 


»»9 


56, 60 


96,59 


11,90 


144 


61,39 


iai>i5 


10,64 


IfiO 


56,80 


97,57 


»i,84 


145 


61,46 


iaa,i4 


10,59 


lai 


57,00 


98.55 


11,78 


146 


61, 63 


ia3,ia 


10,55 


laa 


57,fli 


99.53 


«1,73 


»47 


6» ,79 


ia4,ii 


10, 5o 


laS 


57,4» 


too,5i 


11,67 


148 


61,96 


laS^io 


10,46 


ia4 


57,61 


»ot^.49 


11,6a 


»49 


63,1a 


ia6,o9 


io,4a 


b 


57,81 


ioa,47 


11,57 


i5o 


63,39 


ia7,o8 


io,38 
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i4* Après avoir trace la chaînette > il restera à déterminer 
Fextrados : deux partis se présentent : si on le calctde d'après 
réquatiott (6} du n* s ^ rëpai^setrr de la voûte ir» totqoufs en 
augmentant depuis la clef ^ quoique peu sensiblement , ainsi qu'ôil 
le verra ci-après ; en rerancfae , la poussée sera tm peu mdni 
considérable. 

Le second moyen consiste à tracer en dehors et en dedans de 
la chaînette ^ à la distance ^ k moitié de l'épaisseur ^ deux courbes 
parallèles à la chaînette. Ces courbes ne sont point des chaînettes^ 
quoiqu'elles aient la même développée qu'elles : elles remplissent 
néanmoins la condition d'équilibre , car il est aisé de sentir qu'en 
prenant des arcs égaux tnr la chaînette hitermédiaire^ tous les 
voussoirs seront égaux en sur&ce^ quoique les tt^pèees dont ils 
sont formés soient de figure difierente. Le poids de chaque vous- 
soir sera donc proportionnel à l'arc de chaînette , et la condition 
d'équilibre sera remplie. Il est vrai que la chaînette ne passera 
pas par les centres àe gravité des voussoirs y mais eela n^est pas 
nécessaire pour l'équilibre , parce que l'es joints ont une grandeur 
finie. 

On peut remarquer que les intervalles- des joints iront un peu 
en augmentant depuis la clef ^ sur l'intrados , et en diminuant sur 
l'extradosv Rien n'empêcherait de faire les interv^és égaux sur 
l'extrados f mais alors le poids des voussoirs irait uu peu en aug^ 
mentant depuis la clef , ce qui au reste ne nuirait pas à l'équi^ 
libre. 

Je vais chercher la grandeur K des joints y par l'équation (6) du 
n* :i ^ pour le cas où l'on voudrait que fïntrados fût une chaînette. 

On a ici ds = ^^±^^; dr=: , '^ y et Pon trouve 
R = ^ ■ ■ > d'où pour la clef, r=c. Substituant ces valeurs dans 

c 

l'équation Ç6) qui est R = — R + ^/^ ^''''X ~ + RS on a 

Si on développé en série le radical de l'expression de K., et 
qu'ensuite on fasse x infinie , on trouve pour R. la quantité finie 



^4 THÈOKIÉ 

K. = £ -4- — 9 qui &it voir que la grandeur R des joints va eut 

apgmentant depuis la clef où elle est k. On voit en même temps 
que dans la pratique^ lorsque l'intrados est une dialnette, on ne 
peut donner une épaisseur uniforme à la voûte que dans le cas 

où — est très-petit^ résultat qui n'a pas encore été remarqué^ du 

moins que je sache. 

Ce résidtat peut encore se démontrer ainsi qull suit : La «ur-; 
fiice du Toussoir qui est à Textrémité infinie de la chaînette est 
K^^; la 8ur£3ice de celui qui est à la clef, est (en obserrant qu'en 

ce point R = c) —{k + 2cy Or dans la chaineUe, l'équilibre 

ac 

exige que ces deux Toussoirs soient é^ux en sur^sice ; en les éga-- 
lant^ on trouve • comme ci-dessus y K = A H • 



tS. Trouver P intrados qui ^ son extrados 
résoudre ce problème, d'intégrer l'équation 



jen considérant K conmie une constante égale à L Pour cela, je 
ia mets sous cette fonne f^ + ^^ == -jr^ '^ <&^ts pour & son 

expression — - -^ , dans laquelle ds est constant ^ et j'ai 

l^dy — a kdxds zss. jT/ 9 
dont l'intégrale est 

k^ify''^ 2kjcdsz=z^^'-j--^c^ds, ou l[^,ify^'^cds^'^(2kx-^c)dsifyz=0L 

On peut dès-à-présent déterminer .c\ en observant qu'à la clef^ on 
doit avoir a: s=: o et djrssids : cette concCtîon donne ij^^ == X:* -^ c. 

Pour intégrer de nouveau, je mets pour ^, sa valeur ^dx*'+<ijr^z 
ije fais ensuite dxzsspdjr^ et j'ai la transformée 

V-^çp'^i2hx+c') v/THh7=?t), on a:=^^^^-^ (a) 
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dx 



Je rq)ren3s rëqaation dxz=:pdjr ou djz=:^ — ^ dont riutégrale 



P 



cst7 = --f- r^. Substituant pour a: sa valeur et inte'grant , ou 
a^ toutes réductions faites , 

équation à laquelle il n'y a pas de constante k ajouter ^ puisqu'elle 
donne.^ = o quand p=:o , comme cela doit être à la clef. 

On déterminera la constante C , par la condition que l'équation 
donne j? = a quand j'=-h. 

On constnsiira la courbe au moyen des équations {a et i^) , et son 
extrados au moyen de l'équation (6) du n"" a ^ qui donnera K = A:. 
Si on fait k infiniment petit dans les calculs précédens^ on retrou- 
Tera la chaînette^ comme cela doit être. 

On peut se convaincre que Fintrados et re:Ktrados du présent 
problème y ne sont autre chose que les deux courbes parallèles 
menées à la distance \ h d'une chaînette intermédiaire^ 



i6. Soit SA la âemî-arche d'un pont qui doit être chaînée de 
terre jusqu'à l'horizontale S'Q : on demande quelle doit être la 
courbure de l'intrados SA pour l'équilibre.. 

(Fig. iT.) Chaque élément TAm ou ds est poussé verticalement 
par un poids proportionnel au rectangle M/ti^Q supposé homogène , 
dont l'expression , en faisant SS' = â-, est {x + k) djr. La force Q 

qui agit sur chaque point de Mw, est donc ici (jx^k) ^, et l'on 

a d'aUleurs P = o. L'équation (9) du n* 4 «^ réduit a ^T"^^^) =0 • 
intégrant , on a ^^3^ = ^* ^ mettant pour Q sa valeur et 
pour R son expression _\^ , il vient (a:-|-*)^=:— J|3^ ^ 

dont l'intégrale est J jc* -j- Aijtr + c'* = -^ : faisant attention qu'a 

la clef on doit avoir a: = o; ds:=:djr y on en conclut ac'* = c* ; 
et Féquaûon ^ ci*dessus devient ^ «n ' mettant poui* ds* sa valeur 

4 
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dx^m^^dy^, 4^=*-r=^==^ dont on trouve qae %itëgrale est 



jr + c*' = c log (x + A: 4- y/o:* + 2kx). On détermine c% en obser*- 
vant qu'on doit avoir en même temps a: = o;7's=:o; ce qui 
donne c^zs^c log k , d'où il vient 

j. = e log ^±i±VZ±^ (c) 

On dëtennine c en assujétissant la courbe à passer pw la naissance A^ 

oh jczsza et rssi. ce qui donne czsz ; 7-- 

log j 

En mettant l'équation (c) sous cette forme 

^^ = Alog ^ ^^^ ^ 

et en se rappelant que dans la chaînette le rayon de courbure 

est k lorsque l'équation est j^ sr: it log ^"^ "^V — ^^^^ — , on re- 
connaîtra aisément que si on construit la cbalnette représentée 
par cette dernière équation, et qu'on multiplie toutes ses ordon*-^ 

tiées y par le rapport r ^ on aura les ordonnée? ^ de la courbe 

cberchée SA. M. Bossut s^est occupé du présent problème (Dy^ 
nanUquey Recherches sur l'équilibre des voûtes , n"" 10); 3 a fait 
une méprise manifeste j en supposant que la force verticale qui 
agit sur chaque point de la courbe est jr «4- ^ > tandis qu'elle est 

(^ -^ A) ^. L'équation qu'il a obtenue n'appartient pas au pro* 

blême présent ; elle donne la courbure d'une corde qui porterait 
en chacun de ses points un poids proportionnel à {po^k). On peut 
remarquer en passant combien nos équations (g et 11) sont plus 
simples et jrfus commodes pour l'intégration que 'la formule em-^ 
ployée par M. Bossut 
Pour obtenir l'équation à laquelle est arrivé ce géomètre^ il 

feut intégrer trois fois l'équation d (^^^} = o : on a d'abord 
(x + A) <ix 5= — ^^î^; puis £«• 4- fcc + c' 5= ^ : on trouve 
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c' = ^ 1 cl Toix arrive à réquatîon ir =: ^ . 

équation qui rerient au xoéme qiie celle de Bossut 

17. Examinons le cas où Ton aurait Q = o et P == f (x) : ce cas 
aurait lieu , si la voûte devait être chargée d'un fluide pesant y ou 
même d'un sable irès-mobile; parce qu'alors le poids du liquide 
agit perpendiculairement à l'extrados , et proportiomieUement à la 
hauteur de la colonne du fluide au-dessus du point pressé. 

Faisant Q = o; P=:f(x) dans l'équation (11) du n"" 6^ et inté« 

grant , on a f (x) = g- : multipliant par i2r ^ et mettant _j, pour 

R, il vient <te.f(x)=—.^ dont l'intégrale est/dic.f(x)=c'— ^, 
d'où^ en mettant pour is ta valeur^ on tire 



La hauteur de la colonne du fluide est ici x + ^ = f(<^) ; de 

plus, l'équation doit donner xssso quand 3-- =0, oa cpaxkàdy^as^ds, 

d'où Ton tire d S5= c. Faisant ces substitutions^ la dernière équation 
devient 

^ V^4c*— (ac— afcc— «•)• '^ ^ 

qui appartient à la courbe appelée élastique , et qui s'intègre par 
des arcs de sections' coniques. 

On peut remarquer que si on a A infini dans l'équation {J[) , elle 
devient intégrable, et donne un cercle dont le centre est sur la 
montée; car alors le terme -^ ar* s'anéaiitit vis-à-vis du terme 
— aAx. 

Remarquons encore que Télastique trouvée est la courbe que 
prend un linge chargé d'un fluide ; car alors le linge remplace 
l'intrados, et la pression qui se Élisait de dehors en dedans dans 
le cas de la voûte, agît ici* de dedans en dehors. 

18. y^ci un exemple un peu plus composé, et qui renferme 
k-la-fois les deux précédens. 
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Je suppose qae P et Q sont tous deux des fonctions de a? et de 
constantes. Je prends l'équadon (ii) du n* 6^ qui étant intégrée i 

devient PR -f- j/ "^ fQdx = c. Mettant pour R sa valeur ^^j, 

dans l'hypothèse de ds constant y et multipliant tout par -r' à*j , Û 
vient 

pdxds + Qdxdj + dyJQdxzss^cdy, 

dont l'intégrale est 

dsfPdx •+• djJK^dx =: — cdjr 4- cds: 
Mettant pour ds sa' valeur ^ il vient 

Supposons^ pour faire une application^ que les voussoirs aient 
une épaisseur partout égalé , et qu'ils soient chargés d'un fluide dont 
la hauteur SS' (fîg. 1 1) au-dessus de la clef soit k : nous pourrons 
supposer^ pour plus de simplicité^ que l'épaisseur des voussoirs en 
pierres soit représentée par une épaisseur g du fluide ; g vaudra 
n ou 3 ou 4 > etc. y si la densité de la pierre est 2 fois , 5 fois ^ 
4 fois celle du fluide. On aura Q ^g; P = x + A: ; /t^dx =^0: ; 
fVdx^=^\x^ '\- kx. Substituant ces valeurs dans Téquation (€)y et 
déterminant c' par la condition que l'on ait à-la^fois a: s= o et 

2~ = o ^ ce qtu donne t/ :=.c y on aura 



équation qui s'intégrera soit par les séries , soit par la rectification 
des sections coniques , et dont on déterminera ht constante c^ ainsi 
que la nouvelle constante introduite par la dernière intégration , 
par les conditions qu'on ait à la clef x=:0}j^ = o^ et aux nai^ 
sances a: s= â^ ^ == ^. 

19. Intrados qui a une ligne droite pôur extrados. Après avoir 
parcouru quelques exemples dans lesquels il s'agissait de trouver 
Fintrados par la connaissance de la loi des forces^ je vais en donner 
un dans lequel on connaît^ non la loi des forces^ mais la courbe 
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d'extrado6. Le problème revient au même dans le fond^ mais il 
se présente sous un aspect différent. 

On veut faire un pont ou berceau dont l'extrados qui représente 
le chenûn soit une ligne drpite hXMrizontale^ et dont les voussoirs 
occupent tout l'espace compris entre ^ l'extrados et l'iutrados. On 
demande la courbe d'intrados (fig. is). 

Je prends les équations (7 et 8) du n"" 3, auxquelles il Êiut joindre 
celle de l'extrados^' = f (a/), qu'on verra être ^ = x'-|-^ (si 
pour plus de généralité on suppose que la ligne droite de l'extrados 
doive faire avec l'horizon un angle dont la tangente soit €). Je 
substitue pour x' sa valeur €/ — ky dans l'équation (7) y de laquelle 
ayant tiré celle de y y je la substitue dans Téquation (8) : je quarre 
celle-ci 9 et j'ai pour l'équation différentielle de la courbe cherchée^ 
la suivante 

Je me bornerai pour l'intégration au cas où la ligue droite de 
l'extrados doit être horizontale : alors on a € s= o ^ et l'équation 
se réduit à (a: + ky ifo + aR (jc + A) ^ = cds. 

Mettant pour R sa valeur ~* '^r'> dans laquelle ds est constant^' 

il vient -^ — (a;-l-AV— ^^^9 ^^^^ l'intégrale est 

log djr — log {(x 4- *)■ — c} = log c\ds i 
d'où Ton tire 

m 

Je détermine c' en observant qu'à la clef on doit avoir, à-la-fbîs; 

x = o et dj=Ldsy ce qui donne c' = ,^ ■. Substituant pour ds 

sa valeur ^da^^dyy on a finalement 

équation qui appartient à la courbe élastique. Il n'est pas douteux 
que les ingénieurs devraient adopter cette courbe pour les ponts ; 
elle leur procurerait plus de solidité, et autant d'élégance que celle» 
en usàge^ 
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CHAPITRE IL 

DE LA POUSSÉE DES BERCEAUX , ET DE LISqUILBRE 
ENTRE LA VOÛTE ET LES PIEDS-DROITS. 



SECTION PREMIÈRE. 

Notions prélànmalres. 

« 

30. Réflexions» mJa n s le chapitre précédent , nous avons déter^ 
miné les conditions d'équilibre entre les voussoirs d'une voûte en 
berceau ; nous avons appris à détenxû&er Hnlrados quand <m con- 
' natt l'extrados , et vice versa. Il reste à mettre en équilibre la voûte 
elle-même afvec les pieds-droits qu'elle tend a renverser ou à faire 
glisser sur la plate-forme qui les supporte. 

Ce second problème n'admet pas die sdhatîcm rigoureuse^ parce 
qu'on ne connaît pas au juste la manière dont les voussoirs agissent 
les uns sur les autres ; je m'explique : si les voussoirs étaient sans 
fix>ttement^ et équilibrés entre eux d'aj^sles principes du cbapitre 
premier^ on pourrait par la théorie seule évaluer TeSort que la 
voûte exerce pour écarter les pîeds-<Lroks : il est rare que les voûtes 
soient conslndteff d'après les principes de Téquilibre; les voussoirs 
ne se contrebalancent points le frottement seul empêche que quel- 
ques-uns d'eux ne soient expulsés de leur place par un mouvement 
de dedans en dehors. Le défaut d'équilibre tend à produire un 
autre mouvement auquel le frottement ne s'oppose point. Certains 
voussoirs tendent à tourner sur leurs voisins, comme s'ils étaient 
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par tme charnière. Cette rotation se fait à Tintrados pour les 
nns ^ et à Téxtrados pour les autres ; ensorte que la vvoùte s'ouvre 
en plusieurs points' de Fintrados et de l'extrados. Ces mouvemens 
de rotation 0e remarquent très-facilement dans une voûte en petit ^ 
faite soit avec du Bois^ soit avec du plâtre. Ils renverseraient près» 
que toutes les voûtes sans l'adhérence produite par le mortier : cette 
force tient les voussotrs, pour ainsi dire^ coUés les uns ^ur les 
autres* 

On sent que ces deux espèces de force ^ le frottement et Fadlié- 
rence^ sont presque impossibles à évaluer ; leurs effets varient k 
llnfîni , non-^seulement suivant leur intensité , mais encore suivant 
la figure de la voûte. La poussée horizontale qui tend à renverser 
les pieds-adroits, est la résultante de toutes les ferces ou de toutes 
les résistances qui agissent sur les voussoirs. Il résulte de là que 
le problème de la poussée n'admet qu'une solution approchée^ 
puisqu'il dépend de l'arbitraire des données qu'on j £ût entrer ^ 
et de plusieurs circonstances physiques impossibles à évaluer. Je 
rapporterai les différentes hypothèses imaginées jusquli ce jour ; 
je les discuterai pour tâcher de distinguer les cas où chacune d'elles 
est préférable f je ferai voir qu'elles sont erronées , faute d'avoir 
apprécié convenablement les effets du frottement. Pour cela y je 
commencerai par examiner quelques cas d'équilibre, dans lesquels le 
frottement produit àes effets qui paraissent des phénomènes con— 
traires aux lois db la statique. 

ai. Ejffets dufnHtement. lEXVKÇGig. i5) est un corps ou coin pe-^ 
saut qui repose entre les fiures inclinées EF , ET% de deux m«ss£& 
EFBCD^ ET^'^C'D'y lesquels peuvent glisser sur les plans horizon^ 
taux CD y C^j et tourner autour des points C et C"^ : on demande 
les conditions tant de l'équilibre de rotation autour des points C et C^, 
que du non-glissement des deux massifs y en ayant égard au firot^ 
tement. 

Soit CD = Zj j ED = H, , et Tangle formé par la verticale avec 
la fece EF du coin ; aM = poids du coin ; N =s: poids du massif^ 

T ^^ ure^n ' ^ ^^^ ^^ appelant 8, l'angle du frottement 'îrsrrtang fl. 
Soient R et K^ les points par lesquels on suppose que le coia 
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touchô les massifs ; je mène par ces points deux lignes fiaiîsant avec 
EF et ET' des angles qui soient complémens de 9 : il est clair que 
si Ton applique en Q une force QR , elle ne glissera point contre 
la face EF^ puisqu'elle fait avec cette face l'angle exigé par la 
grandeur du frottement. Par la même raison^ si cette force est 
l'effet du coin , il n'y aura pas glissement contre la face du massif. 
Je décompose la force RQ en deux , l'une verticale RP , qui sera 
égale à la moitié M du poids du coin, l'autre RS^ horizontale^ qui 
tend à faire glisser le massif sur sa base : c'est cette force RS que 
j'appelle la poussée horizontale du coin y et qu'il s'agit de trouver. 

En menant SI perpendiculaire sur EF y cette ligne représentera la 
pression que le coin exerce sur le massif^ et RI représentera le frot- 
tement 'tT: on aura RQ1=9; QRI=90* — 6;PRI;=flt; QRP=90* — a — fl; 
RP=M: : donc RS=tang (90* 9 a) Mi=M cot(<x+6). 

Telle est l'expression de la poussée horizontale que j'appellerai F, 
et qu'on peut mettre sous une autre forme > en y mettant ^tc pour 
tang 9. 

F — Mcot(.t + 6) = Mi:^^îî5^ (16) 

^ ' ^ ^-f tang A ^ ^ 

Pour avoir l'équation de l'équilibre de rotation autour du point C , 
il faut remarquer que la poussée F tend seule à renverser le massif^ 
et que deux autres M et N tendent à le faire tourner en sens con- 
traire : il suffit *d'égaier le moment de la première à la somme de 
ceux des deux autres. 

Pour avoir la con£tîon de mon glissement du massif sur sa 
base , il suffit de vérifier si la poussée est plus petite que les deux 
poids qui pressent la base ^ multipliés par le rapport du frottement 
de cette base à la pression. Cela posé^ on verra aisément que les 
deux équations ou formules d'équilibre tant de rotation que du 
non-glissement des massifs, sont: 

FH. = MZ.H.NG1 , . 

F<-7r(M-f-N) J ^^^ 

on appelant G la ^distance du point G à la verticale passant par le 
centre de gravité du massif ; j'ai supposé que le massif ^ en tour- 
nant y glissait par son angle E sur la &ce du coin , ce qui en effet 
ne peut pas arriver différemment. 

U 
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n faut bien faire attention que les deux équations (17) sont en- 
tièrement indépendantes Tune de l'autre , c'est-à-dire qu'elles peuvent 
avoir lieu Tune sans l'autre : la première concerne le mouvement 
de rotation , et la seconde le mouvement de translation y deux choses 
très-distinctes ; et en effet on sent bien que le massif peut tourner 
sans glisser^ ou glisser sans tourner. 

La ligne RQ fait avec EF le plus petit angle QRI que puisse 
comporter le frottement , c'est-à-dire , que si cet angle était plus 
petit ^ la force QR glisserait sur EF; mais si cet angle était plus 
grand 9 la force ne glisserait plus : seulement il arriverait qu'elle 
augmenterait de grandeur ainsi que la poussée^ d'autant plus que 
l'angle QRI serait plus grand. H sqit de là qu'on aurait autant d'ex- 
pressions différentes de la poussée qu'on voudrait , en pri^nant l'angle 
QRI plus grand que )e complément de 6. Pour lever l'incertitude ^ 
il suffit de se rappeler de ce principe , que la pesanteur tend tou- 
jours à produire soit un maximum ^ soit un minimum : ici^ eHe 
choisit parmi tous les angles QRI plus grands que gol^ — 6^ celui qui 
exige la plus petite force Q pour soutenir le coin ^ et 8 est un 
maximum. 

Au reste , comme il est très-aisé de faire des méprises et d'ar- 
river à plusieurs solutions très-différentes par lé principe de la 
décomposition des forces^ quoique ce problème paraisse très^simple y 
je vais donner une autre solution qui conduit au même résultat. 

Soit P la pression inconnue que le coin exerce perpendiculai- 
rement en R et en R'; le frottement qui est proportionnel à cette 
pression sera ^P. Imaginons en F un fil attaché au pied-droit ou 
massif 9 et fixé par l'autre bout en un point quelconque de la face 
du coin. Imaginons y de plus y que ce fil éprouve une tension = ^P • 
cette tension remplacera l'effet du frottement. 

Si Ton prolonge les directions des deux fils jusqu'en O ^ et qu'on 
les compose , il en résultera une force 00' = a^TfP cos tt : cette force 
dirigée de bas en haut, réduit le poids ^M du coin à aM — ^ttP cos et: 
si l'on cherche la pression perpendiculaire, ainsi que la poussée 
horizontale que cette force produit en R, on trouvera que la pres- 

sion est : , et que la poussée est cotct(M-9-'7fPcosa). 

Mais il reste une force dont nous n'avons pas encore tenu compte y 

5 
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c'est Teffet de la tension du cordon suV le point F; la reaction de 
cette tension y produit y dans le sens BF y une force horizontale 
opposée à la poussée ; son expression est ttP smet : ainsi la poussée 
est cot CL (M — 'TtP sm en) — ttP sin ot. 

Il reste à trouver la valeur de P pour la mettre dans Texpres-* 
sion de la poussée : or nous avons trouvé ci-dessus la pression 

P = — ^^^^-i ^ , on en tire P = -: , ' * Substituant cette 

8in tt ^ sin « -f- 7 cos « 

valeur de P dans l'expression trouvée ci-dessus pour la poussée^' 
on a poussée = F = M cot a — ; ; , expression qu'on 

sin A -f- ^ sin « cos <t 

ramène aisément à celle de l'équation (16). 

Les figures (14^ i5^ 16^ 17^ 18) sont des cas particuliers du même 
^problème. Pour simplifier les figures ^ j'ai remplacé les massifs par 
une verge pesante CR : on voit toujours la direction RQ y suivant 
^quelle le corps supérieur ou coin agit contre la verge. Cette ligne 
RQ fait toujours le plus grand angle RQI que puisse admettre le 
frottement. Dans la fig. 14 ^ les faces du coin sont parallèles et ver- 
ticales^ et sans le frottement^ aucune verge, si pesante qu'elle fût, 
ne pourrait le soutenir. Dans la fig. i5^ les £aices du coin sont per- 
pendiculaires sur les verges. 

Dans la figure 16 ^ la même fsice horizontale repose sur les verger. 

Dans les figures 17 et 18, Teffet du frottement est encore plus 
remarquable; il tend à rapprocher les verges en les faisant glisser 
en G l'une vers l'autre y tandis que dans les cas précédens y elles 
tendaient à s'éloigner. Ici le point T d'application de la pesanteur 
sur le corps supérieur doit être pris en-dessous, et il faut substituer 
à la pesanteur représentée par Tt les deux forces TK, TK'. 

Enfin dans la figure ig , les verges qui ne peuvent que tourner 
autour des points C et C/, y sont attachées , et tiennent par leur 
poids le coin suspendu en-dessous des points d'appui; ce cas di& 
fere des précédens, en ce que la pression qui a lieu en R est ici 
produite par les verges , tandis qu'auparavant elle était l'effet du 
coin. Les formules 16 et 17 n'ont plus lieu pour le cas de la 
figure 19. On sent que quand les verges CR, CR', deviennent 
verticales, l'équilibre est impossible, parce qu'il n'y a plus de 
pression en R. 
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Pour compléter le problème , je vais chercher la formule qui 
convient au cas particulier d'équilibre représenté par la figure ig. 
Il j&ut concevoir que la partie du poids de la verge CR^ qui agit 
en R y soit représentée par une ligne verticale passant par ce point ; 
et qu'on ait décomposé cette force en deux autres ^ l'une qui tire 
suivant la verge (laquelle je n^aî point marquée dans la figure pour 
De pas la compliquer) ; l'autre RQ ^ qui fait avec la fece du coin le 
plus petit angle RQI que permette le frottement : cette «force RQ 
se décompose en deux autres^ Tune RPsM^ laquelle porte le 
poids du coin; l'autre^ RS, qui^ en réagissant contre la verge ^ opère 
la poussée horizontale du coin. Soit IRP = en, RQI =s 6^ on à 
QBJP = 90* — (fl— . a) ^ d'où l'on tire aisément 

RS = QP=RPtangQRP, et RS = F = Mcot(9 — a); 

et en appelant CD=Z.y RDsHi^ G= distance du point C à k 
Verticale passant par le eetitre dHnertie de la verge ^ on a pour 
l'équation d'équilibre , FH. = MZ. + NÛ. 

Pression normale. La pression normale qui a lieu au point dé 
contact R , est encore utile à considérer : c'est par elle qu'on juge 
si les matériaux peuvent la supporter sans s'écraser : on à fait ^pouf 
cela des expériences qui font connaître quelle charge chaque es- 
pèce de pierre peut soutenir avant d'en être brisée. La pression 
peut provenir ou du coin ou du corps qui presse le coin. Voyons 
d'abord le premier cas. 

Si le coin repose sur deux plans ÛTtes , la pression normale est , 

comme nous l'avons trouvée, Pss-: c z on peut encore 

' 6in tt -f- «• C08 CL * 

déduire cette même valeur de la ligue QI (fîg. i3); car le triangU 

RQP donne QR = M*-f- F% et le triangle QRÏ donne QR ~ P 
4- -JfP', d'où l'on déduit aisément la valeur ci-dessu& de P. Si le 
^n est un peu trop pesant ou la verge trop Êdble^ l'équilibre est 
détruit ^ et le coin chasse Tes corps adjacens. 

Mais si les corps adjacens -sont plus pesans que l'exige l'équatioii 
d'équilibre^ ils tendent à &ife remonter le coin, et le frottement 
seul s'y oppose. La pression devient plus grande qu'elle ne Tétait 
dans l'état d'équilibre : elle n'est plus produite par le coin , mai» 
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par les corps adjacens : ce n'est plus Féquilibre qui a Heu ; c^est une 
stabilité plus grande. 

Soit (fig. i5*) CD = Z,, RD = H,, angle € = 9.: jè décom- 
pose le poids N de la verge en deux y l'unr agissant en C , Tautre 

agissant en R ; ce dernier est -^ = R^ : je décompose cette force 

en deux j Tune R^ ^ qui sera détruite en G ; l'autre Rr^ perpendi- 
culaire à la face du coin^ et que j'appelle P^ 

Dans le triangle R/?r on a R/?r := go""--— y^ IRrp s= ^ — «t^ 
'Rp = ^ y d*où l'on tire aisément 

p, NGco8> NG 

""" Z, sin (y — a) ""^ Hg coa <t — Z( sin « ^ 

fen observant que tang y = ~\ 

Pour s'assurer si c'est F ou P' qui a lien en R ^ il ne faut que 
vérifier laquelle est la plus grande. «Mais si (fig. i3) le corps N 
est un autre coin ^ par exemple un voussoir ^ la pression qui aura 
lieu en R^ ne pourra pas être trouvée par la formule précédente : 
nous verrons ailleurs comment il £iut s'y prendre. 

SECTION IL 

Différentes hjrpothèses sur la poussée: 

a2. Hypothèse du coin de la Hire. Je commencerai par rapporter 
les différentes hypothèses imaginées sur la poussée ; je les discu- 
terai ensuite^ pour savoir laquelle on doit préférer dans chaque 
cas. Celle qui fait l'objet de ce n% a été donnée par M. de la Hire. 

On suppose dans cette hypothèse y que la voûte tend à se rompre 
dans les joints symétriquement placés EF^ ET' (fig. ^o), et que 
les deux portions de voûte EFaA^ ET VA' demeurent adhérentes 
aux pieds-droits par l'effet du ciment : alors la partie du milieu 
EFF'E', fait l'effet d'un coin qui agit contre les plans EF , ET', 
pour Êdre tourner les pieds-droits autour des points fixes C et C 
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Soit TR une perpendiculaire ëleTec sur le milieu dû joint EF, 
et rencontîrant la montée en T : je prends T^ = aM = poids du 
coin EFF'E' ; je décompose Tt en deux autres forces TK, TK', 
j'imagine TK appliqué au point R de sa direction, et ayant pris 
Rr=TK, je la décompose en deux, l'une Ks horizontale, l'autre 
Rx verticale. 

Soit RR' la verticale passant par R , et GG' celle qui passe par 
le centre de gravité G de la portion de voûte EFaA : cela posé , 
soit prise la notation suivante. 

OA == *, OR' = 7, OG' = D, N = poids de l'espace EFaA; 
RR'=:*, ADsH, DC = Z, fltl'angle jcRE, formé parle joint 
£F avec celui de la verticale ^y* la densité des matériaux des pieds- 
droits, celle de la voûte étant i. 

La force Rf tend à faire tourner le pied-droit autour du point G; 
c'est la poussée horizontale du coin : trois autres tendent à le faire 
tourner eu sens contraire , savoir Roc , le poids N , et celui du pied- 
droit. 

On aRr=TK=:M-ri-, R5 = Mcota, RrsM; poids du 

pied-droit =y*. H . Z . 

Le moment de la force R^ est M cot «(H-^ A)^ celui de la force 
Kv est M(A-i-Z~y) j celui de Taire EFaA est N(A-f-Z~D), 
et celui du pied-droit est ~/HZ*. 

Egalant le moment de la première force à la somme des trois 
autres , on aura l'équation suivante d'équilibre, qui fera connaître Z, 
si H est cpnnu , et réciproquement 

Mcot«(H+A)=M(A+Z— y)+N(A-i-Z— D)+i/HZ\..(i8>. 

Quant à la valeur de l'angle a , c'est à l'expérience à la donner. 
On est en usage d'imaginer un rectangle formé par les lignes O A , 
OS et leurs parallèles : l'intersection de l'intrados par la diagonale 
de ce rectangle , détermine le point E : on sent combien cette règle 
est arbitraire. 

Il ne.suflSt pas, pour que la voûte et les pieds-droits soient en 
repos, que l'équation (18) soit satisfaite; 3 faut encore que la voûte 
ne puisse pas glisser sûr le pied-droit : cet effet, qui peut avoir lieu 
si le joint des naissances est horizontal, est empêché soit par le 
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ciment, soit par tout autre obstacle ; il faut encore que le pied-droit 
De glisse pas sur sa plate-forme. La force qui tend h. produire cet 
effet est Ks ; cdle qui s'y oppose est la somme des poids de la demi-* 
Voùtè et du pied-droit^ lùiiltipliëe par le rapport ^ du frottement à 
ià pression. Ainsi on a, pour exprimer qu'il n'y a pas de glissement 
du pied- droit, la condition suivante : 

McotA<';f(M4-N4-/HZ) (19). 

Il faut bien observer que les équations (18) et (19) peuvent avoir 
lieu l'une sans l'autre y et qu'elles sont iadépendantes , -c'est-à-dire 
qu'il peut j avoir rotation sans gUsseznent , comme glissement sans 
rotation; il £iut, pour le repoà absolu du système, que les deux 
conditions existent à- la-fois. 

Un savant Géomètre a fait entrer dans cette dernière question la 
considération de la force accélératrice^ de la pesanteur, qui est 
étrangère au sujet , quand on cherche l'équilibre entre des corps 
pesans qui ne sont animés d'aucun mouvement. 

« 

25. Hypothèse de la rupture aux reins et a la cl^. Okl suppose 
ici que la vôùte a'ouvte *v6rs la clef à tlntrados, dt *fers les reins 
à l'extrados , comme on le voit en S, F , F' (fig. ai) : les portions 
de voûte SSTE et SST'E', agissent comnie deuk ares^boutans qui 
s'appuient l'un contre l'autre en S', et poussent en E et E% les autres 
parties de la voûte supposées adhérentes aux pieds-droits, pour les 
faire tourner autour des points fixes G et C 

Pour se faire une idée nette de la manière dont s'établit l'équi- 
Kbre entre les quatre corps du système, imaginons par le centre dé 
gravité I de- la portion de voûte SSTE, la vértifcale LL', parle 
point S' l'horiasontale S'E'; par le point E, rhorizôntale EL et la 
verticale E'E^ Représentons par LU le poids M de la partie de 
voûte SS'FE , et soit L' le point d'application de cette force : si 
Ton imagine trois autres forces, la première L'E' dirigée de L^ vers 
E', la seconde EL appliquée en E , et dirigée de E vers L , la troi- 
sième EE', dirigée de E vers E^, il est évi<ient qirt ces quatre forces 
seront en équilibre, parce quelles auront deux à deux, en sens 
contraire , la diagonale EL' pour résultante : donc la force L'E' , 
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prise en sens contraire y est la pression exercée en S' ; donc aussi 
la iviéme force L'Ë' = LE est la poussée horizontale E^ , qui tend 
à renverser le pied-droit. Par la même raison ^ E£' = M est la 
charge ou pression verticale Ejr^ qui a lieu en E. 

Je prends le notation suivante, SSTE=M, EEtfA=N, EE'=A, 
EL==/, OE' = 7, OG's:=D, ÔA=A, OS=a, SS'=:A, AD=H, 
DC = Z , densité de pied-droit ==/, rapport du frottement à la 

presion = 'TT. 

M / 
On aura Ex :=?= M , EE* = a + A: -— A, E^ = -XTUI^ ^g^^Q* 1® 

moment de la force E^ autour du point C , à la somme des mo- 
mens des forces lEtX, 'N yfWLy qui agissent en sens contraire de 
•la poussée y on aura y pour Téquatiou d'équilibre de rotation y et 
pour condition du nou-glissement des pieds-droits, les formules 
suivantes : 

jJ^(A+H)=M(*+Z-9)+N(i+Z-D)+i/HzO 

L'emploi de ces formules exigerait qu'on connût !a position du 
joint de rupture EF , laquelle dépend de la figure de la voûte et 
de plusieurs circonstances pliyâiqtles* Il parait, par quelques expé- 
riences rapportées par ^. Perronnet, que dans les ponts très- 
surbaissés, le joint de rupture est placé près des naissances. 



24- Formules générales pour les berceaux équilibrés. J'ai déjà dît 
qu'abstraction faite du frottement , les berceaux équilibrés admettent 
une solution rigoureuse du problèn^e de la poussée. Je vais chetv 
cher dans cet article les formules qui conviennent à cette espèce 
de voûte parfaite : dans une autre section , j'aurai égard au frot- 
tement, et cette théorie ne laissera plus rien à désirer. 

Quand un berceau est équilibré , aucune force ne tend à déran- 
ger les voussoirs de leur place; et si Ton opposait de bas en haut, 
perpendiculairement aux deux joints des naissances, deux forces 
passant par les centres de gravité des vôussoirs , toute la voûte se- 
rait soutenue par ces deux forces : ce sont ces deux forces qui 
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tendent à renverser les pieds-droits ; on peut donc considérer tonte 
la voûte comme un seul coin qui repose sur les impostes : cette 
seule considération suffit pour faire voir que la formule que nous 
cherchons est comprise dans celles du n* 22, en plaçant le joint de 
rupture aux naissances. Mais de nouvelles considérations conduisent 
à des formules plus simples et plus conunodes. 

Nous avons vu qu'en appelant a Fangle formé par .un joint avec 
la verticale et aM la masse du coin^ la poussée horizontale de ce 

"M" 

coin est . Nous avons démontré n* 8 , que Taire du berceau 

tang« ' * 

est toujours quarrable ', et qu'elle est M = (rA: -f- ^ A:*) j- (en appe- 
lant k l'épaisseur de la voûte à la clef , et r le rayon de courbure 
de l'intrados en ce point) : donc^ puisque tanga=: j- ^ l'expres- 
sion de la poussée est r^lk^y c'est-à-dire qu'elle est la même 
pour une portion quelconque de voûte , propriété très-remarquable 

que fait aussi voir l'équation ■ = j-- — -^ trouvée dans le n* 2. 

U suit de ce principe que la poussée du petit voussoir élémentaire 
de la clef^ est la même que celle de la voûte ^ ce qui pourrait 
paraître étonnant. 

La poussée tangentielle du coin s'exerce perpendiculairement au 
joint Atf (fig. g)^ et passe par le point ^^ centre de gravité du 
voussoir des naissances. 

On a Aa = R = — R + y/(!irA: + **)|Ç-i-R» [fV- '« n* a; 

équation (6)]; ^€ = ^^^^^^\ et AR'=iy=A^sin(t = AÇ^. 

Qette valeur de IX est rigoureuse; mais on sent que dans la pra- 
tique on pourra presque toujours £ûre ^ sans erreur sensible ^ 
jy;=^^Aja, on a aussi CR'z=:A€ cos« = ^^ 

En se conduisant comme dans le n*" 2:1 ^ on trouvera facilement 
les formules suivantes : 

(yi'4-H)(arA + ^)=4(2rA+A-)aing«(Z-iy)4./HZ*î> . . 
arA + *•<*[(!«•* + *•) tangct+a/'HZ)] j....^ai;. 

Ces formules sont simples et générales ; elles s'appliquent k 

toute 
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loute espèce de Toùte équilibrée. Je ne sache pad cjae personne 
les ait encore données. 

Observons que si l'épaisseur de la yo&te était très-petite^ ensorte 
qu'on put regarder les poids des Toussoirs comme concentrés sur 
l'intrados, et qu'on cherchât Féquation d'équilibre dans Thypothèsé 
des arcs-boutàns du n"* 35, on arriverait aux mêmes formules. Dans 
ce dérider cas , il faudrait préalablement chercher le centre de gra-« 
vite delà demi«Toùtey ^ Ton troa:verait que sa distance à la montée 
est&— acot4(, ' 

SECTION III. 

• ■ 

Théorie nouifclle et plus rigoureuse de la poussée j en ayant égard 

au frottements 

X 
I 

a5. Réfiexions préliminaires. Dans k théorie du coin, otii supposa 
que la poussée oblique ou perpendiculaire à la face du coin, s'exerce 
loute entière pour renverser le pied-droit : ce principe est évi- 
demment fiiux quand on a égard au frottement ; car on a vu , n* âi y 
qu'un parallélipipede pouvait , par l'effet du frottement , être retenu 
en l'air par le moyen de deux verges appuyées contre ses &ces ver« 
ticales; ce qui serait évidemment impossible sans le frottement. Nous 
avons vu, dans ce même article, que le frottement diminue lapons^ 
sée horizontale du coin , et nous avons trouvé l'équation d'équilibre 
qui en résulte*. La théorie de cet article est entièrement applicable 
au problème de la poussée des voûtes : il suffit de regarder la verge 
qui soutient le coin , comme représentant le massif du pied<p*droit 
augmenté de la portion de voûte qui lui est supposée adhérente» 
U ne reste plus qu'à trouver quelle est la portion qui doit former 
le coin : c'est à cette recherche que je vais me livrer. 

Je distingue trois espèces de voûtes en berceau, ou même quatre.' 
La première comprend celles dans lesquelles le voussoir de la clef 
chasserait ses voisins sans le frottement; je les appelle voûtes à 
clef<-prépondérante. La seconde espèce comprend les voûtés dont 
la clef serait expulsée par les voussoirs voisins, sans le frottement; 
ce sont les voûtes à clef en défaut. Enfin la troisième espèce est 

6 
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celle des voûtes équilibrées^. dont chaque vonssoir^ s^jis Y^de au 
frottement y est en équilibre avec ses voisins. . 
, Dans la première espèce , la poussée , exercée par la clef, est 
égale à la pression qu'elle éprouve ^ et elle se transmet toute en* 
tîère au^ Naissances : si on la compose avec le poids du reste de 
la deipi^^voule^ la résultante passe au-delà du point 6 de la fig. 9, 
et quelquefois ati-^délà du point a z dans ce dernier cas y la voûte 
serait renlri^sée ^ si 1q frottement ne 'diminuait la ^loussée dé la clef. 
Dans la seconde espèce la poussée^ exercée par la clef, est plus 
faible que la pression qu'elle éprouve par le reste de la voûte : c'est 
cette pression qui réagit auk naissances, et qui opère la poussée de 
la voûte. Si on compose la poussée de la clef avec le poids du 
l*este de la demi-voûte, la direction de la résultante passe entre 
le point € et la verticale du centre de gravité de la demi-voûte : 
D^ns les voûtes équilibrées, la poussée de la clef, égale à sa près- 
sion, se transmet toute entière aux naissances : si on la compose 
avec le poids jde lA voûte, lu résultante passe par, le point €. 

Imaginons uni9 voûte équilibrée, et retrancWns , par la pensée, 
un certain poids à chaque voussoir , excepté à celui de lia clef : la 
voûte deviendra de la première espèce ; la clef sera prépondérante 
ou par excès ; la poussée, de. la clef sera la même : qu'auparavant ; 
seulement la charge verticale de la voûte sur les pieds-droits sera 
diminuée : or, avant la soustraction des poids , la poussée hori- 
zontale de là clef était celle de la voûte elle-même, et elle était 
égale à celle d'un autre coin quelconque. Depuis là soustraction 
des poids , cette poussée de la clef, qui est^ncore celle de la voûte , 
est devenue un maximum.: donc on a la poussée des voûtes de 
la première espèce, en cherchant celle de la clef, qui est un 
maximum. 

Actuellement, Élisons le changement inverse. Imaginons qu^on 
. ait retranché un certain poids au voussoir de la clef d'une voûte 
équilibrée , sans rien ôter aux autres : la clef tendra à être expulsée ; 
on aura une voûte de la seconde espèce ; la poussée contre les 
pieds-droits ne sera plus l'effet de la clef, mais de tous les autres 
voussoirs. Plus le coin sera grand , plus sa poussée sera grande ; 
on aura donc la poussée de la voûte , en la considérant toute en- 
tière connue un seul coin : cette poussée sera encore ici un maximum. 
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Ainsi , dans les deux premières espèees ,' la poussée de la voûta 
est égale à celle du coin iqui exerce la plus grande ::;dan8 les To&tes 
équilibrées , elle est constante ; Texpression de cette poussée est ea 

général • Dans la première espèce ^ M est le plus petit tous- 

soir AM de la clef; et si on le supposa . infiniment petite ce cpii 
est plus commode et revient sensiblement au même , la poussée 

delayoûteseraj^. 

Dans )es voûtes de la seconde espèce^ M embrlaissera la demi«« 
voûte ^ et la poussée sera ^ ^ . 

Dans les voûtes équilibrées , M est arbitraire ^ et la poussée est. 
mdirferemment r • ou -— ; — rt-ou 3—: . 

tangct' A.tang«' a.tangi« . 

Dans ce qui précède^ f ai eu en vue les voûtes les plus ordi*« 

naires ; cependant il peut arriver que le coin qui eiterce la plus 
grande poussée ne soit ni le voussoir de la elef ^ ni la voûte en* 
tière : dans ce quatrième cas y il faut recourir au principe y que 
la vraie poussée de la voûte est la même que celle du coin qui 
exerce la plus grande , et chercher préalablement le point de l'in^ 

j j = o; 

Ce qui précède servirait à résoudre ce problème : Étant donne 
une voûte qui repose sur. un plan horizontal sans firotteipent^ trouver 
sa poussée y c'est-à-dire la force horizontal^ qu'il faudrait employer, 
de dehors en dedans contre les voussoirs des ni^issances y pour em-r 
pêcher que la voûte ne se désempare. Il faut Yoir à présent si Fad^ 
dition du pied-droit peut changer la théorie précédente. . . 

Concevons toujours la voûte composée de deux parties y Tune 
2M. formant coin y l'autre N réunie de chaque c6té au pied-droit : 
je dis que la poussée horizontale du coin se transmet toute entière 
au centre C de rotation du pied-droit^ comme .elle se transmettait 
au point a. dé l'extrados^ quand il n'y avait pas de pied-droit. En 
effet ^ si l'on imagine, au- point' C-4^ux forces^^ l'une verticale de bas^ 
en haut e^ égale au poids .de U demi-voûte réuni à celui, du .pied*, 
droit y l'autre horizontale y de dehors en decU^s y et égale à la poussée, 
du coin; il est clair que le systènç des forces sera en équilibre. La. 
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force verticale est Cûnstante y mais la force horizontale est variable 
et dépend du coin ; c'est cette force variable qui tend à renverser 
le pied-*droit dans presque tous les cas .; je ne dis pas toujours , 
parce qu'en eflfet il peut arriver que le pied-droit soit renverse par 
une force plus petite : ceci mérite d'être éclairci. 
' La plus grande poussée que je représente par F, est bien la force 
qui tend à faire glisser le pied-droit; mais s*il existe une autre force 
ou poussée horizontale F' qui y sans être aussi grande que F^ ait 
néanmoins un plus gr^and moment relativement à ceux des trois 
forces verticales qui tendent à faire tourner en sens contraire y ce 
sera F' qui y agissant avec plus d'avantage y renversera le pied-droit. 
^Ces deux effets ^- le gUssement et le mouvement . djÇ rotation autour 
du point C y sont entièrement indépendans ; le premier est produit 
par la force F ^ le second par F^ Si l'on calculait Z de manière à 
mettre le pied^drmt col équilibre avec le coin qui a produit F, il 
n'en serait pas moins i^env^rsa par la force F' provenant d'un coin 
de moindre poussée;^ mais'qHi agit plus £àVorablement. Quant à ce 
second coin qui produit F' ; et qu'il n'est pas moins essentiel de 
connaître^ on r<^tiendra en cherchant le maximum de Z d^ins l'équa-* 
tion d'équilibre , de^ rotation ^ en y âiisant varier a : cela est encore 
fondé sur ce principe y que la pesanteur qui tend toujours à produire 
le. plus grand effet possible^ doit^ pour le renversement^ employer 
le coin le plus favorable. 

' Ainsi, le coin de plus grande poussée opère le mouvement hori^ 
;Mntal ou le glissement y et cependant il existe ou peut exister un 
autre coin qui rende Z maximum et opère le renversement. Voilà 
deux principes qui donnent deux valeurs différentes pour Z, si on 
les emploie isolément à la détermination de «• On sent néanmoins 
que le problême ne peut avoir qu'une solution : on concilie les deux 
principes de la manière suivante; 

C'est bien toujours la plus grande poussée F qui opère le glisse» 
ment : je dis de plus à présent qu'elle opère aussi le renversement , 
et voici comment il faut concevoir la chose. La force F, qui n'opé-- 
r^raitf pas le renveifsement si elle agissait sur le joint du coin dont 
elle émane y se transmet à un autre joint qui doit être celui par 
lequel elle peut renyerâer le plus large pied-droit. Ce troisième 
joint dont j'appelle «% Vàhgle y doit donc rendre Z un maximum y 
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mais en regardant F comme constant. U hni imaginer quatre joints 
de rupture symétriquement placés, savoir , deux dans chaque moitié 
de la Yoùte : le coin compris ordinairement entre les deux joints 
les plus élevés y produit la plus grande poussée ou Z ; cette force 
n'agit paç dans ces deux joints y elle se transmet aux deux qui sont 
inférieui^s, contre lesquels elle opère y avec le plus grand avantage 
possible y le reiiversement des pieds-droits. 

J'ai dit que la plus grande poussée se transmet toute entière au 
point C ; ensorte que si Ton appliquait en ce point deux forces y 
l'une verticale et égale au poids de la demi-voàte augmenté du 
pied-droit, Tautre horizontale, dirigée suivant CD, et égale à la plus 
grande poussée , le système serait en équilibre : mais si Ton appli-*- 
^ait à la clef une force horizontale et égale à la plus grande 
poussée, réqailibre subsisterait encore. H suit de là que non-seu- 
lement la plus grande poussée se transmet au point G , mais encore 
qu'elle réagit sur la clef et y opère une pression égale. Les mêmes 
raisonnemens prouvent que la plus grande poussée est une force 
constante qui de proche en proche se transmet à tous les voussoirs 
sans rien perdre de son intensité. En quelque point M qu'on la 
suppose appliquée , il faut toujours que son moment à l'égard du 
point C, soit égal au moment de la. partie supérieure M, qui repoçQ 
en ce point plus à celui de la partie inférieure N augmentée du 
pied-droit. La question est réduite à savoir -quel est ce point 
qui facilite le plus le renversement ou qui exige le maximum 
de Z. 

Tels sont les principes de la théorie que j'ai développée dans les 
articles suivans, et qui bannit l'arbitraire dans la position du joint 
de rupture. La règlç de pratique suivie jusqu'ici n'était fondée sur 
aucun principe ; elle ne pouvait pas même être déterminée par l'ex- 
périence , à cause du nombre et de la variation des élémens qui 
détermment la position des joints de rupture. 

Dans ce qui précède , je n'ai point considéré le frottement 2 il 
faudra examiner les modifications qui en résultent ; c'est ce que je 
vais faire dans les articles suivana, en distinguant toujours les quatre 
espèces de voûtes. > 

Enfin , après avoir trouvé les formules dans la double hypothès^e 
dn coin avec ou sans frottement, D faudra chercher dans l'hypothèse 
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des arc^bouUns , qnel est le joiat qui produit le plus grand effet et 
la plus grande poussée horizontale en C. La valeur de Z qui eu 
résultera sera encore un maximum. Si elle surpasse le maximum 
donné par Thypothèse du coin ^ il Êiudra la préférer ; car la pe- 
santeur produira trois joints de rupture y savoir , un a la clef et 
les deux autres sjrmétriquement placés y plutôt que deux seule- 
ment y si ce mode de rupture doit lui Êûre produire nn plus grand 
effet. 

En étendant ce principe y on serait conduit à supposer cinq joints 
de rupture plutôt que trois; mais on sent que les difficultés du calcul 
surpasseraient bientôt les forces de Tanalyse ; d'ailleurs je ferai voir 
qu'il n'y a réellement que deux hypothèses. ^ 

26. Formules générales dans P hypothèse du coin avec JroUement. 
Je vais appliquer les principes du numéro précédent à la recherche 
des formules générales y lorsqu'on a égard au firottement. 

En comparant la fig. i3 avec la fig. ^20^ on voit que le cas 
d'équilibre traité dans le n* 21 , est précisément celui «d'une voûte 
dont la partie EFFHË' agit comme un coin pour renverser le reste 
de la voûte y supposé adhérent au {lied - droit. Je rappelle ici la 
notation que je conserverai toujours y à moins que je n'avertisse du 
contraire. 

Je fais (fig. 20), AO= A, OS = a, SS'=*, OR'=7,RR'=A, 
OG'=D, AD=H,DC=Z, SSTE==M,EF/ïA=N,M-+-N=S, 
SP =x, PE =^ , SE= ^ , « = angle du joint quelconque EF 
avec la verticale ; R = rayon de courbure du point E ; r =;= rayon 

de courbure de l'intrados au point S ; wi = 5,i4i6 = —^^^\ 
^ _^ fr ottement ^ g^^^^gle du frottement^ ou tang 8 =: ^ j F = pous* 

sée horizontale produite en R par le coin; et (fig. i5)0«=:<i 
4.^ Jt=:=a'; Oe=:A'; AR'=D'i CR' = A'; Aa = Kî/== densité 
du pied-droit. 

Cela posé^^ en comparant les quantités analogues et correspon«- 
dantes du n* ai avec les données précédentes y on reconnaîtra qu'il 
£iut substituer dans l'équation (17) du n* ai, ( H-|- ^) P^^^ ^19 
la quantité (è-f- Z— q) pour Z, , et pour NG moment du massif^ la 
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somme N(A4-Z — D) + {/RZ^ des momens du pied-droit et de 
la portion de ybûte adhérente. 

Par ces substitutions dans les équations (17)9 on a pour les 
formules de l'équilibre de rotation et du non-glissement des pieds-- 
droits , 

(H+^)F-f-My+ND = fô4-SZ+|/HZ\...l . . 

F<^(S+/HZ) j ^"^- 

En supprimant le terme y HZ ^ on a la condition du non«glisse« 
ment de la voûte sur le pied*droit. 

Remarquons d'abord que les équations (2a) reviennent au même , 
quand '»' = ^ que les équations (18) et (19) du n^ 22 , ainsi que cela 
devait être. 

Pour passer a la discussion des équations (ai) , il faut préalable-* 
ment rappeler quelques principes. Le frottement absorbe une partie 
de la poussée horizontale qu'un coin quelconque produirait sans 
cette résistance : il opère un effet de plus ; il change la grandeur du 
coin de plus "grande poussée et celle du coin du plus grand renverse^ 
ment; mais cela n'empêche pas que les choses ne se passent comme 
nous TavonS exposé dans l'article précédent. 

Observons d'abord que l'équation (22) est censée ne renfermer 
d'autres variables que a et Z , puisque M, ^y Ç j D ^ A sont des 
fonctions de a données par l'équation de l'intrados. 

La première chose à faire ^ c'est de chercher l'angle et du joint 
de plus grande poussée : il faut pour cela employer l'équation 

dF=:^o ou (n*2r), d.M cot(a + fl)=:o (a5). 

La seconde opération consiste à chercher le maximum de Z. Sf 
on substituait la valeur de a dans l'équation (:22) y la valeur de Z 
qu'on en tirerait , ne serait pas un majcimum ou pourrait n'en être 
pas un 9 quoiqu'elle correspondit au maximum de la poussée : ce ne 
serait qu'une première valeur approchée de Z* 

Si on égalait à zéro la différentielle de la valeur de Z donnée 
par l'équataon ( 22) , on aurait ^ après avoir éliminé et ^ une autre 
valeur de Z qui serait un maximum , mais qui ne correspondrait 
pas au maximum de la poussée ; on aurait une seconde valeur plu» 
approchée pour Z* 
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Enfin f on aura le vrai maximum cherché de Z ^ en observant 
qu'il «'agit de trouver le point d'application dans lequel la force 
constante F s'exerce avec le plus d avantage contre le pied-droit* 
Or, Z sera un maximum si le premier membre de l'équation (aa) 
en est un ; car si on fait dz=zo dans le second membre, il s'anéantit. 
De plus il suffit, pour que ce premier membre soit un maximum^ 
qu'on ait l'équation 

• Fdh+d(Mç) + d(m))=:o..... (24), 

puisque F est constant. Substituant dans l'équation Ç22) la valeur 
de a donnée par l'équation (24) > on aura le maximum cherché de Z, 
c'€st*à-dire la vraie solution, la plus rigoureuse qu'on puisse désirer, 
puisqu'elle remplit la double condition de procurer le maximum de F 
et celui de Z. 

La solution rigoureuse comprend , comme on voit , deux parties ,* 
savoir : i* trouver F par l'équation (25); :a* trouver Z par les équa« 
lions (24) et (22). 

Pression. Il est essentiel dans la science de la construction; 
de savoir quelle pression éprouve chaque voussoir , afin d'en con- 
clure s'il pourra supporter^ sans eu être écrasé, la pression trouvée 
par le calcul. 

Nous avons vu ( n* 21) que lorsqu'un coin repose entre deux 
planp inclinés fixes , la pression qui a lieu dans le contact est 
M 



j cela n'a plus lieu dans la voûte j parce que la pres- 

sîon n'est pas toujours l'effet du cqin supérieur, mais quelquefois 
celui de la partie inférieure de la voûte. Si l'on appliquait deux 
forces au joint des naissances , l'une verticale et égale au poids de 
la demi-voûte, l'autre horizontale et égale à la plus grande poussée F; 
si en même temps on appliquait à la clef une force horizontale = F 1 
il est évident que la demi-voûte serait en équilibre avec ces trois 
forces. On voit, comme je l'ai déjà dit, que la poussée réagit contre 
tous les voussoirs , et qu'il en est de même de la force verticale et 
égale à S dont je viens de parler. Il suit de là que chaque joint est 
sollicité à la fois par deux forces , l'une F horizontale , l'autre M 
verticale = poids des voussoirs supérieurs , ainsi que par deux 
autres égales et directement opposées , d'où résulte l'équilibre et la 

pression. 
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pfeMion. n fa«t calculer Teffet des forces F et M perpendiculaire- 
ment au joint : la somme des deux pressions partielles sera la près-» 
sion totale et cherchée P. 

La pression partielle produite par F sera F cos a; cçlle provenant 
de^n sera M sin « : on aura d()iio la somme 

F cos 0t + M sin «= P. . » • • • .(a5). 

m 

'^ Cette formule , en y mettant pour F et M leurs valeurs ^ fera cèn- 
naltre la pression P qu'éprouve un joint quelconque : elle fidt voir 
que cette pression est F pour la clef et S pour le voussoir des nais- 
sances , si la ligne des naissances est horizontale, 

La pression P est ^ comme on voit , variable pour chaque joint ; 
cela donne lieu à un problème curieux et utile ^ celui de savoir 
quel est le joint pour lequel P est un maximum , et quelle est alors 
la valeur de P. 

On trouvera Tangle a du joint en question ^ en égalant a zéro la 
différentielle de la valeur de P ^ prise en regardant F comme cons<- 
tant^ et en y mettant pour M sa valeur donnée en fonction de «e ^ 
par la figure de la voûte , et Ton aura 

M çot a — F 4- ^ = o. . ; . . 7, .(aSy 



Ayant trouvé a par l'équation (2S'), et ayant substitué sa Valeur dans 
réquation (a5)^ on aura le maximum de pression P. 

^. Formules dans V hypothèse des arcs'-botttans. Tsl dit qu'après 
avoir cherché Z dans l'hypothèse du coin avec frottement^ il fallaif 
la chercher dans celle des arcs-*boutans : deux principes qui ont 
servi de base à la première recherche ^ s'appliquent encore à la 
seconde, i"". 11 faut trouver l'arc qui s'appuyant d'une part à la clef 
sur l'extrados^ et d'autre part par son extrémité inférieure sur l'in-* 
trados^ exerce la plus grande poussée, a*. Cette poussée se trans-* 
mettant et réagissant dans tous les voussoirs ^ il fiiut trouver le poidt. 
d'application où elle produira le plus grand effet ^ c'est-à-dire le 
maximum de Z. Ainsi on doit avoir^ conune dansj'hypothèse du cdia 
avec frottement^ ^ =0 et iflP sa o. 
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B est-ëyident^ €a reprenant Téquation (jm) du n* nS^ qu'on a 

'=;q^ (^)- 

On remplira donc la condition <iF as o par Féquation suivante i% 

M/ 



''(î+Tb)=''- w. 



Quant i la iee<mdb condition JZ ss o , on observera , comme 
dàM le numéro précédent y qu'en cherchant le maximum de Z ^ il 
£uftt faire F constant. On verra ensuite que Féquation (20) est la 
même que Féquatioi^ (^a) f avec cette différence seulement que la 
lettre F , qui dans les deux hypothèses représente le maximum de 
la poussée , n'a pas la même valeur dans toutes deux y quoiqu'elle 
soit constante^ dans les deux cas. 

La marche à suivre dans l'hypothèse actuelle est donc la même 
que dans la précédente y ainsi que la formule des équations. Seu- 
lement il faut observer que le plus souvent la valeur de F sera ici 
un peu plus difficile à trouver y et que de plus le frottement n'entre 
pour rien dans le calcul. 

Formules et approximation» 

aS. Dans les deux numéros précédens y j'ai donné les moyens 
d'approcher dé la vnie valeur de Z^ autant que la nature du pro« 
blême parait le comporter. Les calcujs^à Êdce. peuvent paraître longs 
et même surpasser la portée de la plupart des Architectes. Je 
vais essayer, dans cet article, de donner des formules d'une appli« 
cation plus facile et suffisantes pour les besoins de la pratique y 
sauf à recourir aux articles précédens y quand on aspirera à plus 
de précision. 

Je reprends Féquation {^2) que je mets sous la forme sui- 
vante y qu^on verra revenir au même y en retournant à la notation 
convenue. 

^H+y)F4^fA— y)F— M(* — y+D') — N(*— D + iy) 

c= S ( Z — ly + i /HZ* (a) . 

Maintenant je remarque que le terme ( A <— A^) F exprime le 
moment de la poussée F pour faire tourner (%. 20) et (fig. ^5) , 
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la partie de voûte EFaA^ autour du point ^^ du joint des nais« 
aancea ; que le terme — • M (i— 9 + D') ^^t 1^ moment de Taire 
SSTE y et le terme -*-N( i — D + D') celui de Taire EFaA pour 
iûre tourner autour du même point en sens contraire. Si les deux 
derniers momens ne l'emportaient pas sur le premier^ Téquilikre 
serait détruit ^ et la voûte renversée ; donc les deux momens qui 
ont le signe moins , surpassent le premier qui est positif : or la 
.variation de Z ne dépend que de celle des trois termes ci-dessus ; 
donc Z seri'un maximum quand la somme de ces trois termes sera 
'Un minimum, c'est-ànlire zéro. 

Au reste cette conclusion n'est vraie qu'en négligeant l'effet du 
cknent qui peut rendre une partie de la voûte adhérente à un certain 
|K>int aux pieds-droits : c'est pour cela que la conclusion que j'ai 
tirée n'est qu'une approximation. 

Je ùis donc égale à zéro la somme des trois momens ci-dessus / 
ce qui réduit l'équation (a) k la suivante : 

(H 4- A') F=S ( Z— D') + i/HZ*. . • . . .(*). 

Nous serions arrivés à cette dernière équation par le rsâsotinement 
suivant : Si Ton appliquait au point € deux forces , Tune verticale 
= S ^ l'autre horizontale = F ^ la voûte serait en équilibre : donc la 
voûte -reproduit en sens contraire contre le piednlroit auquel elle 
'tient par le frottement, les deux 6>rces ci-dessus. Si on égale le 
moment de F autour du point G ^ à celui de S augmenté de celui du 
pied-droit , on retrouve Téquation (b). 

On aperçoit que le second principe qui nous a fait trouver Téqua- 
tion (b) y n'est autre chose que l'hypothèse des deux arcs-boittana 
embrassant chacun la demi-voûte. Ainsi les deux hypothèses rentrent 
Tune dans l'autre ^ quand on fiiit la somme des trois momens ci- 
dessus égale à zéro. 

Cette même supposition donne la valeur de F : en effet , elle 
exprime Tétat d'équilibre de la voûte : cet équilibre doit donc avoir 
lieu quand la poussée est appliquée k la clef. Or ^ ^ la clef on a 
Ms=o^ N=S; égalant à zéro les trois momens poup ce point ^ on a 

m observant qa'alon hss a^^ ^ i. 
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Il ne reste plus qu'à sul>stituer cette valeur de F dans l'e'qna^ 
tiôn (b)} mais il y a quelques observations k ùite : cette valeur de F 
n'est pas sa vraie videur^ mais seulement la limite qu'elle ne peut 
excéder; car cette vraie valeur peut être moindre sans qu'il y ait 
renversement. C'est ce qui arrive quand la somme des trois momenè 
dont nous avons parlé est négative. Par exemple y si l'extrados est 
une ligne droite horizontale ^ona a-f-^A:—- A^o^ d'où F infinie^ 
Il suit de là que la limite trouvée pour F s'écarte trop de la vérité ^ 
quand la voûte est très-aplatie. Nous allons chercber une autre 
limite qui , combinée avec la première ^ donnera toujours un résultat 
suffîsaminent exact. 

J'ai déjà dit que sans le frottement et Tadhérence , toutes les 
voûtes non-équilibrées s'écrouleraient : voyons leurs effets sur la 
poussée. . • . , . 

On a F =3 M cot (fit 4* d) ; quand d = o^ on a F = M cot a ^ et 
à la clef ^ dans les voûtes de première espèce^ F=: i/M.^cot«ts=: f ^ 
quantité finie. La valeur de F est souvent si grande alors ^ qu'elle 
renverserait la voûte sur le pied-droit ^ comme nous le verrons dans 
le berceau circulaire. Le frottement seul s'y oppose ; car quand 
n'est pas zéro , on a à la clef F = o. Le maximum de F n'a plus lieu 
en ce point ; il s'en éloigne suivant la nature de la voûte et la gran- 
deur du frottement : on explique par là pourquoi les voûtes non 
équilibrées ne sont pas toutes renversées. 

Dans les voûtes de la seconde espèce y le maximum de F aurait 
lieu aux naissances sans le frottement y et la partie supérieure de 
la voûte serait expulsée par la réaction des voussoirs inférieurs. 
Le frottement fait remonter le joint de plus grande poussée y et en 
diminuant la valeur de F^ il empêche l'expulsion de bas en haut des 
voussoirs supérieurs. 

Gomme l'expression de la poussée est différente dans les quatre 
espèces de voûte y il est utile de savoir distinguer à laquelle des 
quatre espèces un berceau proposé appartient. 

Il faut concevoir qu'on ait construit sur la même épaisseur k de 
la clef ^ un extrados qui rendit la voûte éqidlibréè : s'il embrasse 
l'extrados proposé, le berceau est de la première espèce ; s'il en est. 
embrassé^ le berceau est de la seconde espèce ; si les deux extrados 
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1^ confondent ^ le berceau est évidemment équilibré : enfin , s'ils se 
coupent y le berceau est de la quatrième espèce. On a un exemple 
de cette quatrième espèce y lorsque l'intrados est circulaire et que 
l'extrados étant parabolique^ s'élqjgne depuis la clef. 

Dans la première espèce , quand on néglige le frottement ^ Igk 
valeur de F est facile à trouver. En effet ^ on a 6?=:o;F=:M cot a ; 

rf(M cot ôL s=:-=-5-- . Mais on a dM.zss — Yar+Â:): 



dF 



d.UngtLzszd Çr\ et r, dont Texpiression générale est' ^5^-* 

devient^ qnMdJls = djr, r=s — ■ # ■ ; ce qui donne 

:r^^=:kr^lk'=:V......:z...(d). 

C'est une autre limite de F dans la première espèce de To{tte^ 
puisque le frottement a été négligé. La limite analogue pour la 
seconde espèce est F = S cot « ^ en entendant ici par a l'angle du 
joint des naissances. 

' En résumant tout ce qui a été dit dans cet article , on trouve les 
formules suivantes. * 



Formules pour la première espèce de berceaux: 

s (H4-A')7fpÉ^ = s ( Z- ly) + i/HZ-. . . 

* ( r 4- i *) (H-|4 &') = SZ 4- i/HZ* S. . . ..(a8). 

S^^P^'*>"C*''+^**)<*(S+/HZ) 

On emploierit la première des trois équations plutôt que la seconder 

Si ^ , ^ w s < A:r-+-'^ A* ; et vice^i^ersâ : cela est fondé sur ce 

que la plus petite des deux limites de F est la plus proche de la vraie 
valeur. 

La troisième équation exprime la conditi)9n du non-glissement 
des pieds-droits aur leur plate-forme : on choisira aussi la premier» 
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'€xpre6si6n du premier memiire de rînégalité | quand on fera asagf 

de ta première équation pour déterminer Z. 

- Enfin ) si la voûte est très^af^tie , on fera A' = o , ly ss o dans la 
première y si elle doit être employée , parce que le mouTement de 
rotation se fait autour du point A. 

; Formules pour Us. beiveaux de la seconde espèce. 

'!5(H4- A') ^^^^= S (Z -D') + i/HZV . . . 

S cot et (H -jH A') =S ( Z— ly ) + i/HZ* }• .... W 

S^^-^î^.ouScotcK^(S4-/HZ) 



Il fiiut faire la même distinction que ci-dessus pour le choix entre 
la première et la seconde. 

Observations. Tout ce que j*ax dit dans l'article précédent s'ap- 
plique également aux voûtes équilibrées. Cependant lorsque Tépai»- 
seur est très-petite^ ou que les poids, des voussoirs sont supposés 
.concentrés sur Fintrados ^ il n'y a plus lieu de chercher le point 
d'appUcation de la poussée F pour rendre Z un maximum , parce 
que la somme des trois momens dont j'ai parlé pour £ure tourner la 
demi-voûte autour du point €, est une quantité constante qui devient 
«éro quand on y fait F = c ( vojrez n^ 24)- Ainsi , pour les voûtes 
équilibrées , on peut prendre pour formules d'approximation^ celles 
du n* a4* 

Quant aux voûtes de la quatrième espèce ^ on pourra employer 
celles rapportées ci-dessus pour la première et la seconde espèce. 

U est encore une observation générale a faire. U n'existe de 
maximum pour Z ^ c'est-à-dire un point d'application plus favo- 
rable à la poussée y que dans l'hypothèse ou l'on suppose une partie 
,de la voûte adhérente au pied*droit ; mais quand on considère la 
demi -voûte comme ne formant qu'une seule pièce ^ le point 
d'application est indifféremment à la clef ou aux naissances. Il 
vaut mieux choisir ce dernier point , ainsi que je l'ai fait y parce 
que l'équation d'équilibre est plus simple qu'elle ne le serait en 
choisissant la clef. 
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Rêcapinàatioru Ls premièiae diase à fiôre, c'est de eoimaltre 
la valeur de 6 ou la grandeur du frottameht. Dan» led pierresi de 
Uiille^ le iiapport or do frottement à la pression, est environ \ ; 
mais c#miiie dans la constraction il peut se glisser du sable 
entre les voussoirs ^ ce qui dBrainue le frottement, il sera plus 
eonVenable , et en même temps plus prudent de faire ^ = j ^ 
valeur qui convient aux corps passablement polis : cela donne 
ft = i8*:i6^ nonagëstmaux. 

Substituant cette valeur de d dans Féquation (aS) , ainsi que celle 
de M donnée en fonction de a par l'ëquation d'intrados , on aura 
la valeur de a qui détermine le joint de plus grande poussée. Ré** 
mettant cette valeur de et dans l'équation (a 5) , on aura celle de F. 
Enfin mettant dans l'équation (a4) 1^ Taleur de F et celle de S donnée 
par la figure de la voûte , on aura Z. 

U faut observer que la valeur de F est aussi celle de la pression 
qui a lien a la clef ^ chose essentielle à connaître , puisque c'est 
par elle qu'on saura si la pierre dont la résistance est censée connue 
par l'expérience , peut soutenir, sans s'écraser^ la pression qu'elle 
éprouve à la clef. Quant à celle qui a lieu aux naissances et à la 
base du pied-droit , elle n'est autre chose , dans le premier point , 
que le poids de la demi-voùte; et dans le second, celui de la demi** 
voûte augmenté du pied*droit. C'est faute dVvoir calculé cette 
pression que les colonnes du Panthéon-Français se sont écrasées 
dans leur circonférence , ce qui les a &it affaisser. Enfin il faudra 
chercher par la formule (^B^)^ la position du joint qui éprouve 
le maximum de pression et la valeur de ce maximum , afin de con- 
naître la plus grande pression qu'aura à supporter le voussoir lé 
plus pressé. 

Après avoir trouvé le maximum de Z dans l'hypothèse du coin 
9vel^ frottement , on pourra le chercher dans ceUe des arcs-boutans 
du n* 25. Pour cela, on emploiera la procédé du n* 27. On choi-* 
sira alors le plus grand des deux maxima de Z fournis par les denx 
hypothèses. 

Si la voûte est très-^surbaissée , llrypothèse des arcs-boutans 
pourra donner le plus grand des deux maxima. M. Perronnet a 
observé que dans les grandes arches très-^surbaissées ^ il se faisait 



*»^. 
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trois ruptares ^ la première à Fintradoe de la def ^ les deux aulVes 
près des naissances à Textrados. . 

^ U est en effet difficile de concevoir que les pieds-droits paissent 
éprouver le plus petit mouvement de rotation , sans que Ig voûte 
s'ouvre à la clef. Dans l'hypothèse du coin sans frottement y on est 
obligé de supposer dans le contact des deux joints de rupture un 
petit globule mouvant par lequel se transmet la poussée. Hors ce 
cas^ on ne peut se dispenser d'admettre le frottement^ ou bien il 
faut renoncer à Thypothèse du coin. 

. Dans la section suivante , les applications que je ferai achèveront 
d'éclaircir la théorie. Je terminerai celle-ci par une remarque impor* 
tante; c'est qu'il n'y a réellement que deux hypothèses., celle du 
coin et celle des arcs-boutans. En effet y si on suppose un nombre 
pair de joints de rupture, il n'y en aura point à la clef; deux joints 
symétriquerùient placés, formeront toujours un coin; un de ces 
coins sera celui de plus grande poussée ; cette plus grande poussée 
sera celle qui se transmettra au centre de rotation du pied-droit 
et qui réagira à la clef; il faudra ensuite chercher son point d'ap- 
plication le plus favorable pour avoir Z : c'est précisément en quoi 
consiste ma théorie. 

Si on suppose un nombre impair de joints de rupture, il s^en 
trouvera un à la clef. Chaque moitié de voûte sera partagée en 
arcs-boutaiis. La poussée qui aura lieu dans un point de rupture 
pourra être regardée comme provenant de la réunion des arcs supé- 
rieurs dont le plus élevé butte à la clef. H existera un maximum de 
poussée qui sera encore celui qui opère le renversement. Il faudra 
ensuite chercher son point d'application , puisque cette poussée se 
transmet et réagit dans tous les points : on aura ainsi le maximum 
de Zf* Il est donc vrai qu'il n'existe, comme je l'ai dit, que deux 
hypothèses différentes. U ne doit pas paraître moins évident que le 
renversement se fera par celle des deux qui offirira le plus de £idilit4 
a la force de la pesanteur. 

Au reste tout ce que je viens d'exposer dans cet article Suppose 

qu'on peut trouver la vraie valeur de Z ; mais il faudrait pour cela 

que le ciment fut susceptible d'appréciation , et que l'action du 

frottement fût bien connue :* comme rien de tout cda n'a lieu, il 

s'ensuit qu'il faut renoncer à trouver la vraie valeur de Z , et se 

contenter 
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Vsontenter de la limite fournie par l'équation (2S) ou (ag) ^ et par 
celles des n^ ;i6 et 27. 

Dans le n"" 28 y la demi-voùte est censée agir d'une seule pièce ; 
dans les articles 2& et 27 ^ on a supposé que la poussée provenait du. 
coin ou de Tare capable d'exercer la plus grande ^ et de plus^ que la 
Toute s'ouvrait dans le joint qui favorise le plus le renversement y 
tandis que la partie inférieure restait adhérente au pied-droit : ce 
ne sont là que des hypothèses que beaucoup de causes accidentelles 
peuvent détruire ; elles ont toujours l'avantage de bannir l'arbitraire 
dans la position du joint de rupture et de fournir dos limites de Z 
suffisantes pour la pratique. 

SECTION IV. 

'Applications à différentes espèces de voûtes^ 

2g. Berceau cylindrique. Comme dans les hypothèses des arcs-^ 
boutans et de la Hyre ^ on a besoin de connaître le centre de gravité 
d'une partie de la voûte dont je suppose ici l'épaisseur constante^ je 
commence par ce problème préliminaire. 

U s'agit de trouver la position du centre de gravité d'un espace 
ou portion de couronne circulaire EFaA ( fîg. 23) formé par deux 
arcs de cercle concentriques et par deux portions de rayon. 

J'imagine cet espace décomposé en trapèzes infiniment petits ^ tels 
que AAViï. Les centres d'inertie de tous ces petits trapèzes seront 
placés sur un arc de cercle KL qui sera également chargé partont 
du poids de ces trapèzes. La question sera réduite à trouver le centre 
d'inertie G de cet arc KL^ lequel doit être placé sur le rayon OR 
qui divise en deux également l'angle O. 

Soit AO =r4 y Aa = A:, angle AOE = ^ : on trouve aisément que 

aK = 5 * b^k ' ^^ ^^^ ensuite que OG = ^rc KRL ' "^^^^ ^ étant 
exprimée en parties du rayon i ^ on a arc KRL = C . OR ; de plus y 
KL = 2 sin ^ Ç.OR et Og' = OG.cos \ €. On déduit aisément de 

^ ces valeurs, O^^ =5^"^^ C(a& + ft) =^- 

3 
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Quand la couronne est d'un quadrant , comme dans la ( fig. 2t2)p 

onasmff=i; C = 1,5708 et D = g ^^Z^s^b + k) ' 

Cette valeur de D servira k faire usage de l'hypothèse du coin de 
la Hyre et de celle des arcs^boutans. 

On déduit aisément de la valeur de D , en observant que C =go*-— a; 
l'expression de /=:£L(fig. 21), employée dans l'hypothèse des 
vcs-*boutans du n"" ^5 , et l'on trouve 

/ = ^sui^~3(i-cos^) ^{^i^^J y. 

En substituant la valeur de D dans l'équation (18) du n* 22, 
ainsi que (b+^ k) cos et pour A, et i pour y, on a la formule 
suivante qui dispense de chercher le centre de gravité dans l'hy- 
pothèse du coin sans frottement. J'ai fait pour abréger, 

i4-i*=i'; 5,1416 = mj 

„ amkl/ 



4H 



+ 



V 



11/ ^ • 2k*b'*A mbkt/ , 2/tco9«t-_,- , -,, , ,_v , m*fc*5" 



• • • • 



r... («). 

U faut calculer a en partie du rayon i , et non en degrés. Si Ton 
fiait a = 45' ss 0,7854 s=s ~ m, on a sin a =0.707 ; c'est l'hypothèse 
de la Hyre. 

Si l'on applique au berceau cylindrique les réflexions des n^ 2S 
et 26, on reconnaît qu'il est de la première espèce : d'ailleurs 

l'expression ^^^^r^ qni est ici "" ^^n * > ^^^ ^^^ évidemment 

qu'elle devient un maximum à la clef où a ss: tang a , résultat 
conforme. 

Si l'on veut avoir la valeur de Z dans l'hypothèse du coin sans 
frottement , auquel cas le maximum de poussée a lieu à la clef, on 
aura M = o;N=S = lm*(i4-îA);F=A: (4+1*); *=(H-iA:){ 
^ = O , et pour D la valeur trouvée ci-dessus pour le cas du quart de 
cercle. Substituant dans^ Téquation (22) ou (28), et faisant, pour 



DE L'ÉQUILIBRE DES VOUTES. * Sg 

•ibréger , ^ + î ^ = ^') on a la saiyante 



2==- ^4- y/^^+^ (0,8584'** H- 1 /rtA'A+ai'H+^A») • . . 
• (*). 

On retrouve cette même équation *^en faisant dans l'ëquation (a) , 
a^=:o y comme cela doit être à la clef. Au reste cette équation (b) 
ne donne que la plus grande limite de la valeur àê Ts, puisqu'elle 
suppose le frottement nul^ ce qui est fiiux^ 

On prouverait que quand le frottement est nul , c'est à la clef 
qu'on a à la fois le maximum de poussée^ le maximum de Z en &i« 
fiant varier la poussée^ ou en la regardant comme constante; mais 
cette considération n'est que de pure curiosité. 

Si d'après la valeur de F=:A:(&-}--|^A:)^pn cherche par Téqua^^ 
tion (17) la condition d'équilibre entre la clef et la demi-vo&te, 
on trouve A:= 0,8^1 86. Ce résultat fait voir que sans le frotte*- 
ment ^ il faudrait que l'épaisseur k fût presque égale au rayon b , 
pour que la clef ne renversât pas la demi-voûte sur le pied-droit ^ 
en la supposant même d'une seule pièce. Mais le frottement rend la 
poussée nulle à la clef ^ et s'il y existe une pression y elle n'est que 
l'effet de la réaction des autres voussoirs. 

Si on veut employer l'hypothèse de deux arcs-boutans embras- 
sant chacun la demi-voùte y on a les formules suivantes pour 
l'équilibre de rotation et la condition du non-glissement des pieds* 
droits^ 

0,2854 ( A 4-1 Â:)< ^(Oyj854k(b + i A:) + 2/HZ) J * '/^ ^' 

Je n'ai rapporté ce qui précède que pour donner un exemple de 
la manière de se conduire pour discuter une voûte dans les diffe-^ 
rentes hypothèses. Je passe maintenant à l'application de mes for- 
mules (2 5) et (28) des n^* 26 et 28^ qui me paraissent préférables 
à tous égards. 

L'équation (23) qui est F = M cot (6 + « ) devient ici 
F =:k ( 4 + 5 Â:) et cot ( fl H- a ); on a 6= 18* 26' : on peut cher- 
cher le maximum de F, soit par le tâtonnement y soit par l'équation 
a=3sin (fl-|-a)cos(fl-f-ût),à laquelle on arrive en égalant k 
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zéro la diflFërentîelle de F : on trouve a = 29* environ ; c'est langle 
qui donne le coin de la plus grande poussée. La valeur de F devient 
F=:o,4649*(A+iA:). Faisant doncS= iyS'jo9^k(b+^k)=\^5']0%Uhi 
F = o,465i'A; A'=o, dans la première des équations (28)^ on aura 
les formules suivantes pour l'équilibre de rotation et le non-gUsser 
ment des pieds-droits y 



^— /H f" V /»H» ' f ' /H 

o^65b'k < 'TT ( i,57o8i'À+/HZ) 




On voit par la dernière qu'en . faisant ^ = ^^ le pied-droit ne 
saurait glisser sur sa base ; on voit aussi , en supprimant le terme 
y HZ , que la voûte ne peut pas non plus glisser sur le pied- 
droit. 

Je terminerai cet article par un exemple numérique. Soit &=5a; 
H=4o;A: = i. 

Si Ton fedt a = 45* ( ce qui est Thypothèse de la Hire ) dans l'équa^ 
tion (ô) , elle donne Z = 6,56. 

Si dans la même équation on fait a = o , ce qui est rbypotbèse 
du coin sans frottement, elle donne pour le maximum de Z, Z^=7,94; 
réquation (b) aurait donné le même résultat. 

Si Ton emploie l'équation ( c ) , ce qui est l'hypothèse de deux 

. arcs-boutans comprenant chacun la demi-voûte , on a Z=:4y9^- 

Mais il faut observer que ce n'est pas l'arc-boutant de 90* qui 

donne ia plus grande poussée; Tare qui la donne est variable et long 

à trouver. 

Si on fait usage de la formule (d) , on a Z = 4>4^- 
' Enfin par la formule (28) du n* 28, on trouve Z =5,io. 

Ce dernier résultat est celui qu'il faut préférer; il donne la limife 
de la plus grande valeur de Z : si la formule de la Hire donne une 
valeur encore plus grande^ c'est parce qu'elle est fausse; c'est parce 
qu'elle jne tient pas compte du frottement : si on y a égard , on a un 
résultat plus faible. 

3o. Berceau en demi-^ellipse^ La figure a4 représente un demi-ber- 
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ceau elliptique qu'on a construit en traçant d'abord une ellipse aÇ , 
et en lui menant ensuite deux courbes parallèles, à égale distance. 
Par cette construction, l'intrados .et l'extrados ne sont point des 
ellipses, quoiqu'ils aient la même développée qu'elles. 

Cette voûte est de la première espèce, et sans le frottement, la 
clef exercerait le maximum de poussée : cette résistance éloigne le 
maximum de ce poinL II faudra trouver F par l'équation (iiS), en 
observant qu'on a ici M = A:^ : ce calcul est assesfi long ; on trou- 
vera ensuite Z par l'équation (24). 

Si l'ellipse est surbaissée , il vaudra mieux employer les formules 
(29} déduites de l'hypothèse des arcs-boutans. Si l'on veut éviter la 
longueur du calcul , on pourra supposer que le maximum de F a lieu 
aux naissances , ce qui donnera Z un peu trop .petit L'arc-boutànt 
embrassant la demi-voûte , le calcul devient très-simple au moyen 
des tables ci-après. La première donne la distance D de la montée à 
la verticale passant par le centre de gravité du quart d'ellipse ; la 
seconde fait connaître la longueurs de ce quart d'ellipse, et l'on a 
S == ks. Dans la première , O^ ou V a été supposé = i ; dans la 
seconde, le demi-grand axe a été fait =:= i. 

On verra que dans l'hypothèse des arcs-boutans embrassant chacun 

la demi - voûte , l'équation ( 29 ) du n' *^8 donne F == — ^074"" • 
Ayant les valeurs de S, F, l'équation (29) devient 



F < 'Tf ( *^ +/HZ )..,... 






Ces formules supposent que le centre de gravité de Taire SS'aA 
est le même que que celui du quart d'ellipse xC : cela serait rigoureux^ 
si l'ellipse passait par les centres partiels de gravité de tous le^ 
voussoirs ; ,mais l'erreur est peu sensible ; d'ailleurs il serait aisé 
de la corriger. 

La valeur de Z donnée par la formule («) sera un peu trop petite.- 
On aura la plus grande limite en employant l'hypothèse du coin 
sans frottement , c'est-à-dire les équations ( 28 ) du n^ 28 j qui 
fourniront les formules suivantes , en observant qu'ici on m 
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^4-i**<^(fe+/HZ) 



• • . • \àj, 



Supposons y pour faire une applicatioA des tables ^ bz=:S;kzsz2i 
a=7; d'où a' ==8; 4' = g. 

Le &^ de la table ayant été supposé :=: i ^ il faudra aussi faire le 
i^ de la table = | = 0^8888 y pour avoir la y^deur correspondante 
de D. Je prends dans la première table ^ la différence o^oiaa entre 
0^61 53 et Oy6255 y nombres correspondans à 0^8 et o^g , entre 
lesquels tombe 0^8888 ; puis je £ads cette proportion 0^9 — 0^8 ou 
0^1 : o^g-— 0^8888 ou 0^01 ra :: 0^011:2 : un quatrième terme qu'on 
trouve être 0^0014 ; retranchant ce nombre de o^6:255 y il vient 
0^6:241 qui étant multiplié par g, donne 5^6 1 6g pour la valeur de D. 

En prenant de même des parties proportionnelles dans la seconde 
table ^ on trouvera s = i3^5iS3. Il ne reste plus qu'à substituer les 
valeurs de D et s dans les formules ci-dessus. 

Table pour la détermination du centre de grai^ité d'un quart d^ ellipse, 

la demi^base V étant un. 



a' 
on montée 
moyenne. 


D 

on distance 

OG' 


a' 
00 montée 
moyenne. 


D 

on distance 

OG'. 


on montée 
moyenne. 


D 

on distance 
OG'. 


a' 

on montée 
moyenne. 


D 

on distance 
OG'. 

0,7098 


0,0 


o,5ooo 


o>7 


0,5999 


1,4 


0,6720 


a,t 


0,1 


o,5o55 


0,8 


o,6i33 


1,5 


0,6788 


a, a 


o,7i5i 


o,a 


0,5198 


o>9 


o,6â55 


1,6 


o,685x 


û,3 


0,7170 


0,3 


0,5365 


»,o 


o,6366 


»>7 


0,6910 


a,4 


o,7ao5 


0,4 


0,5534 


».i 


o,6464 


1,8 


5,6963 


a,5 


0,7236 


0,5 


0,5698 


»>a 


0,6559 


t>9* 


0,7014 






0,6 


0,5854 


,^3 


0,6644 


a,o 


0,7057 
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Toile des longueurs des quarts éP ellipses dont U demi~grand axe 



est un. 



Beim 


s 
os longueur 


Demi 


s 
on longueur 


Bemi 


s 
ouiongueur 


Demi 


s 
ou longueur 


petit aie. 


dn quart 
d'ellipse. 


petit axe. 


du quart 
d'ellipse. 


petit axe. 


du quart 
dVUipse. 


petit axe. 


du quart 
d'cllipie. 


0,00 


1,0000 


o,3o 


1,0967 


0,60 


1,3764 


0,90 


1,4933 


a,o5 


1,0075 


0,35 


i,ifla7 


o,65 


i,3io6 


0,95 


i,53i8 


O^IO 


1,0188 


0,40 


T,i5o6 


0,70 


1,3456 


1,00 


1,5708 


o^i5 


1,6357 


0,45 


1,18021 


0,75 


i,38i5 






o^ao 


1 o5i9 


o,5o 


i,aiio 


0,80 


1,4181 






0,25 


1,0730 


0,55 


i,a433 


o,85 


i ,4554 







3i. Berceau parabolique. Supposons que la voûte représentée 
par la figure aS ^ soit formée d une parabole etÇ , h. laquelle on a 
mené départ et d'autre et à égale distance^ deux courbes parallèles^ 
pour avoir Fintrados et l'extrados qui ne seront pas des paraboles ^ 
quoiqu'ils aient la même développée qu'elle* 

En fusant Oat =0^, OC = b', et conservant les autres notations; 

réquation de la parabole ab sera^* z=:px = — 7- 

M 



: on aura M = ks^ 



tang a = T^ = 2Ï : donc r = — : la poussée horizontale sera 

un maximum quand - en sera un y c'est-à-dire à l'infini sur la courbe : 

la voûte est donc de la seconde espèce ^ ainsi qu'on pouvait le dé-- 
duire des principes des n^* :a6 et 25* 

Il £sindra chercher F par l'équation (2 S) dans l'hypothèse dn coin 
avec firottement, et par l'équation (37) du n* 2jy dans l'hypothèse 
des arcs-boutans; je ne rapporte pas ces calculs auxquels on ne doit 
avoir recours que lorsqu'on aspire à beaucoup d'exactitude. U se^ 
suffisant pour l'ordinaire ^ de chercher F par l'équation (a6) de la 
seconde hypothèse. 
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Ayant trouvé F, Tune ou l'autre des équations (2g) et (a8) don-** 
nera Z en y substituant les valeurs de D' et S ;= ks. 

On*D'=AR'=A€sinrt=^,qu'on trouve être iy=: — r£L=; 

on pourra se contenter defaireD'=lA: : on a aussi s^iiz f ^ V^p*+^* 
intégrale qu'on trouve être 

et qui, en mettant ^ pour j" , et -7 pour p , devient 



'*• 



5 = 1 y/'F+4'a^+^\og^(2a^+ >/'*«+ 4V). 

U faut se rappeler dahs4'emploi de cette équation , de multiplier 
les logarithmes ordinaires des tables par :2,5o2585. 

Si on veut avoir la limite de Z en négligeant le frottement , on 
prendra la valeur de F donnée par l'équation F=:S cot a. 

Pour avoir la pression P qu'éprouve un voussoir quelconque , ob 
fera usage des équations (^5)^ (aS') du n** 26. , 

Après avoir rapporté les difierentes formules propres k faire 
trouver Z , il faut toujours se souvenir que cette vraie valeur de 
Z est impossible a trouver , et qu'il n'y a rien de mieux à faire 
que d'adopter la limite donnée par les formules (29) : il faut ap- 
.pliquer cette conséquence aux voûtes dont je parlerai dans les 
vticles suivans. 



52. Berceau en chaînette. La figure 25 représente ici un berceau 

. construit en menant a la chaînette aC deux courbes parallèles. 

J'ai démontré dans les n^* i3 et suivans y que ce berceau est 

équilibré ; ainsi les formules du n"" 24 s'appliquent à la voûte 

proposée. 

, ^ En conservant toujours les mêmes notations^ on a ici M= ^^, 

tang et ^: j- = - (voyez le n* i5 ). Le rayon de courbure de la 

chaînette 
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cbalnêtte intermédiaire à la clef ^ ou /•=c (vojrez le même nnméro) ; 

el celui d'intrados =/=c — ^ A;K;=A:j D'=ïA;sina=i A:gj== ^ / ; 

A'c=€R'= i ki^=s4^ ; s= S/'a^-^-^dc, Quant à la valeur de c, 

elle est donnée en fonction de d et Vy qui sont ici ce que a ^\.h 
étaient dans le n"" i5. Enfin ^ abstraction faite du frottement^ on con-* 
xudtra toutes les quantités qui entrent dans les formules (21) du 
li'' 24, ou dans ce cas r s= c --— i A. En £sdsant les substitutions dont 
f ai parlé dans les formules du n* :24 > elles dcTiennent 

\.rrr:. (a): 

(5»_ V) y < ^(aks + 2/HZ) 



E.xsMPus. Soit a' =3 £' = 5o,5; A:= i ; H := 40 : il faut d'abord 
trouver la longueur ^ de la demi-chalnette cl€. 

Je cherche dans la table du n"" 1 5 Tendroit où x et j" ont entre 
eux le rapport i qui est demandé : je vois que cela aura Ueu pour. 
X entre 4o>oo et 4<>>9^ y ^^ pour j entre 4^^^4 ®^ 4^fi2. Soit y la 
fraction par laquelle il faut multiplier Aj: = o,95 et Ay-sso^SS,, 
pour que x etj- augmentés de cette fraction de différcfhce première , 
deviennent égaux ; on aura x -f* ^/Hx =^ + qàjr ; d'où l'on tire 

9 == aLZI^ * ^^ ^ ^^^ ^^ ^^ présent , y ;= yf =0,44 î 7Ajc=o,4o j 

^^^ "~* ~/ 

^iS^ =^ 0,16 : donc les nouveaux x eijr intercalés dans la table , sont 
égaux quand ils sont chacun 4o,4^ i niais alors s devient s + ^/Hs , 
c'est-à-dire 6o,44- ^ ^^ reste plus , pour avoir les valeurs de a% c 
el s y que de multipUer 4o>4o i 60,44 ^^ le c de la table = :s5 par 

2—7- ou 0,755; ce qui donne s =45,65 ; c:=z 18,89. 

Mettant donc dans l'équation (21) du n^ 24 > i pour k; 5o,5 pour 
a' et A'; 40 pour H; 45,65 pour ^ ; et pour c, 18,89 > valeur qu'on 

aurait aussi trouvée par l'équation c=: 7— , on trouvera Z= 5, 19. 

Nous avons vu dans l'article du berceau circulaire , que l'hypo- 
thèse de la Hire a donné Z ;=: 6,56. Le frottement a été négligé 
dans les deux cas. 

M. Bossut a donc eu tort de dire (Dynamique y équilibre des voûtes^ 
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n* 9 5 pag. S99) qao les voûtes en chainette ont une poussée consî-^ 
dérable y puisqu'on vient de voir qu'elle est moindre que pour les 
berceaux en demi - cercle. Les constructeurs doivent^ sous tous 
les rapports > préférer la chaînette pour les berceaux y à moins 
qu'ils ne doivent être chargés de poids étrangers qui détruiraient 
l'équilibre. 

Quant au glissement y il sera aisé de vérifier qu'il n^y en aura 
pas. > 

M. Bossut est tombé dans une autre erreur : il a pris pour irt* 
trados une chaînette y et au lieu de lui mener intérieurement et 
extérieurement deux courbes parallèles ^ il n'a mené que ceUe 
qui est extérieure : j'ai fait voir qu'alors le berceau n'est plus 
équilibré. 

Je finirai cet article par un problème qui n'a pas un rapport im- 
médiat avec notre objets mais qui est curieux. On demande quelle 
longueur il faut donner à une corde pesante qui doit être attachée 
à deux points fixes situés • à la même hauteur y pour que la tension 
ou l'efibrt qui a lieu en ces deux points soit la plus petite possible. 
On sent que si la corde est très-courte , elle exercera un très-grand 
effort ; qu'il en sera de même si elle est longue : il existe entre ces 
deux extrêmes un minimum qu'il faut trouver. 

On verra que la tension de la corde est -r-^ , ou -^ , ou (n* 1 5) y 

A* (a'+c) : ainsi la quantité qui doit être un minimum est ^.4* ^. J'y 
substitue pour ^ sa valeur en b' (voyez n* i3) ; je différentie ensuite , 
ea âdsant varier c et regardant V comme constant : égalant la diffé-* 

rentieUe à séro y on en tire a "^ ss: %j^ : on trouve que pour satis- 
faire à cette équation y il faut que V valant un ^ c soit ■ ^ ^^ y et 

alors la valeur qui en résulte pour a', est 0,6751 ; c'est-à-dire que 
la. distance du point le plus bas de la chaîne à l'horizontale pas- 
sait par les deux points de suspension^ doit être environ le tiers de 
la distance entre ces deux points. Ce résultat peut avoir des applica- 
tions utiles dans la Mécanique. 

Si l'un des bouts de la corde étant fixe y l'autre était roulé sur un 
treuil situé à même hauteur que le point fixe y la puissance appU- 



\ 
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qttée à la mamyelle du treuil serait un minimum y lorsque le rap- 
port/trouvé ci*dessuS entre «^ et y aurait lieu. La pression qu'une 
Yoùte équilibrée , abstraction fidte du frottement , exerce sur les 

impostes , est -: — : elle est dont aussi un minimum quand le rapport 

ci-dessus existe entre la base et la montée. 

Au reste il ne Êiut pas confondre la presnon avec la poussée ; celle- 
ci est constante et a pour expression kc ; elle est la même pour un 
arc quelconque de la même courbe ; elle augmente dans le rapport 
de c quand on passe d'un individu de la même famille à un autres 
Ainsi c étant le rayon de courbure à la clef, il s'ensuit que plus la 
Toùte est aplatie , plus la poussée est grande. C'est par la même 
raison que plus une corde approche de l'horizontale, plus sa poussée, 
c'est-k-dire l'efibrt qu'elle fait horizontatement pour rapprocher les 
deux points de suspension , est considérable. 

33. Berceau parahoUque équilibré. Dans le n* Si , le berceau 
parabolique n'était pas équilibré : ici l'intrados est une parabole , 
et l'extracios a été calculé d'après le n"" 1 1 , de manière à faire dé- 
croître l'épaisseur depuis la clef, afin d'obtenir un berceau équilibré. 
Ainsi les formules qui conviennent sont celles du n*^ ^4^ ab$trac-« 
lion faite du frottement. 

La voûte proposée est représentée par la figure g. En conser- 
vant toujours les mêmes notations , on a ici le rayon de cour-* 

1 5* 

bure à la clef, ou ^«j/'™—» ^t de plus ( vojrez le n* 3i ) , 

D'= ; A'= yj ■ ; tang a= x-- Substituant ces valeurs 

dans les équations (ai) du n^ 34 > ^^ ^^^^ celles qui conviennent au 
berceau proposé. 

M. Bossut {Dynamique y u* 19^ pag. fy^) suppose que toates le 
forces agissent sur l'intrados , ce gui revient à supposer que l'intrado. 
est chargé de tous les poids des voussoirs , comme s'ils y étaien 
attachés par des fils , et que k voûte n'eût aucune épaisseur; on voi| 
que c'est une erreur : il en a commis une autre en Êdsant, dans kl 
figure , croître l'épaisseur depuis la clef. Au reste cet Auteur n'a 
jamais Êiit entrer le frottement dans ses calculs. J'ai donné le^ 
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xnoyens d'en tenir compte lorsqu'on aspire à plus d'exactitude. Je 
n'aurais pu entrer dans ce détail pour chaque espèce de voûte , sans 
passer les bornes que je me suis prescrites. 

Au reste , il faut toujours se rappeler que le problème de la 
poussée ne comporte que des solutions approchées. Dans l'im- 
possibilité d'avoir la vraie valeur de Z , ce qu'il y a de mieux à 
faire , c'est d'adopter la limite fixée par les formules que j'ai 
données. 

34. Foutes en arc de cloître. Je ferai usage dans cet article et 
dans le suivant, de l'hypothèse des arcs-bontans, parce que la limite 
qu'elle fournit procure une solution assez approchée. 

Pour concevoir la voûte dont il s'agit , il faut imaginer deux 
demi-cylindres d'égal diamètre , se pénétrant l'un l'autre , de 
manière que leurs axes se rencontrent perpendiculairement , leurs 
deux surfaces seront parUgées en huit nappes , quatre égales par 
dessus ou en dehors, et quatre égales en dedans : les quatre pre- 
mières formeiit une voûte d'arête; les quatre dernières, la voûte 
en arc de cloître. Nous allons examiner les conditions d'équilibre 
dans la dernière espèce. 

La figure a6 représente le plan de la voûte ; ABB'A' est le quarré 
recouvert par la voûte; AOB, BOB', B'OA', A'OA, sont les pro- 
jections des quatre nappes cylindriques, qui se manifestent en forme 
de pyramide, à la clef dont O est la projection; la première et la 
troisième appartiennent au même cylindre ; la seconde et la qua- 
trième font partie de l'autre cyUndre. 

La figure ay représente la section faite par un plan vertical élevé 
sur la ligne TT' (fig. 26) : on y voit que TP est l'épaisseur des mu- 
railles ou pieds-droits , QP l'épaisseur de la voûte ; que PQrR , 
FQVR', sont des portions de la voûte appartenantes aux nappes 
AOB,A'OB'. 

Cela posé , voici comment on peut concevoir l'équilibre de k 
voûte : chaque nappe est composée de tranches par des plans ver- 
ticaux perpendiculaires à l'axe du cylindre , et chaque voussoir d'une 
même tranche a deux faces dans ces plans, et deux autres dir^ées 
iFaxe. 
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Imaginons quatre points symétriquement placés sur les arêtes de 
la voûte , et dont M , M', N', N , soient les projections ; à ces quatre 
points aboutissent huit arcs égaux de la yoûte; ces d arcs se contre'- 
balancent mutuellement deux à deux : ainsi (fîg. 27) les deux arcs 
PQrR, P'Q'/R' se font équilibre ^ en s'appuyant, d'une part, contre 
les pieds-droits, de lautre , en se poussant par l'intermède de la por- 
tion rectiligne de voûte RrrR'. 

Il s'agit d'évaluer l'effet de l'arc PQrR pour faire tourner le pied- 
droit autour du point C, et de sommer la^poussée de tous les arcs 
pareils pour avoir V^ffet total. On suppose que la muraille qui forme 
le pied-droit , est liée de manière à ne former qu'un seul massif; 
car on sait que les poussées des dîfférens arcs étant variables, si le 
pied-droit n'était pas d'une seule pièce , il pourrait être renversé 
dans la partie du milieu, sans l'être dans les angles. 

Soit le rayon intérieur des cylindreis = j AB = HP = ^ , l'épais* 
seur PQ de la voûte = A:, la hauteur des pieds-droits PD = H-, 
leur largeur DC = Z» , GG' la verticale qui passe par le centre G 
de gravité de la portion de voûte PQrR , RM = x. 

, Il faudrait pour résoudre le problème rigoureusement , chercher 
le centre de gravité de l'espace PQrR , ce qui conduit à des résul* 
tats compliqués : nous supposerons que ce centre est le même que 
celui de l'arc etC dont le rayon est a-|-| Ar, ce qui est sensiblement 
vrai ; nous supposerons encore ^ pour la facilité de l'intégration, 
que la portion de voûte PQrR s'appuie par le point a, au lieu de r^ 
dans l'instant de la chute , ce qui est suffisanoment exact. 

En faisant, pour simplifier, a-f~T^ = H€=rr, on trouve d'abord 

PG' = a — • — — — — . ..... .r . (en nommant aS = s)^ 

En se rappelant ce que nous avons dit n"* 2$ , On verra que G'^ 
représentant le poids de l'espace PQrR , la force horizontale , qui 
agit en P pour renverser le pied-droit , sera représentée par PG' : 

or on a PQrR = A:^ et G^g = V^r* — x^ ; la poussée, exprimée 
par — ^; — , sera donc --;=^= — kr. Cette quantité étant multipliée 

par Pp (fîg. :26), épaisseur d'une tranche verticale de la nappe, 
donnera la poussée de cette tranche ; et en l'intégrant^ on aura la 
poussée de toute la nappe» 
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Or on a AP = PM = a — x, d'où P;; = //(AP) = — -djc. 
L'expression de la poussée de la trancha élémentaire dont "PpmM 

«st la projection , devient donc — • ■ -j- krdx ; mais on a. 

ds :=s — F»a=3c , ce qui change l'expression ci-dessns en celle*ci : 

f— — 4- krdxy dont l'intégrale est +A7ucr+c. Cette quantité doit 

être zéro , lorsque i =: o et j?=: r, ce qui donne i? = — Jtr* : de plus , 
elle doit être complète pour toute la demi«*napne^ quand ^s= le quart 

de cercle = ' ^ j et x ss o. Faisant ces ^bslitutions , on a 

a # 

pour la poussée horizontale de k demi-nappe AOB y l'expression 
I (5,i4i6)*aA^r— A:/*, et pour la nappe entière^ aAr (1^557^1— r). 

Pour avoir le poids de la voûte, ou la résultante de toutes les 
forces verticales qui {^ressent le pied^droit aux différens points P , 
et dont chacune est exprimée par A^ , il faudra intégrer — ksdx : 



QXk a y*— ksdx = — ksx + fkxds = — ksx + / "^ = = 

I— ksx -f- kr^j^'^a^y quantité à laquelle il n'y a pas de cons- 
tante à ajouter y parce qu'elle devient zéro y quand a: ;?= r et ^ «= o : 
en y £ûsant jr= o , on a pour la deminoappe^ kr^y et pour la nappe 
entière y 2kr^. Remarquons que la somme des pressions verticales 
est le poids même du quart de voûte ; ce poids ou ce volume étant 
divisé par ky doit donner la surface : cette surfiice est donc ici 2j^y 
c'est-à-dire le double de l'aire de sa projectkm AOB, résuhat aussi 
simple que remarqui^le. En égalant le mommt de la poussée ho*- 
rizontale autour du point C , à ceux du poids du quart 'de voûte et 
du pied-droit; pour plus de généralité y j'appelle /la densité com- 
parée k celle I de la voûte ; on a l'àpiation d'équilibre y 

2*rH (ly^KjiP^ r) » ar-AZ + £^ (2a + Z). 

En appelant toujours ^rc la fraction qui exprime le rapport du 
frottement à la pression y la condition qu'il n'y ait pas de glissement 
dans les pieds-droits y sera exprimée par l'inégalité suivante : 

a^r(i,2557a — r) < 'tt [ar*A +/HZ (m + Z)]. 



y 
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Il est utile encore de connaître le volume renfermé sousla voûte ^ ou 
compris entre elle et le quarré de la base. En appelant / l'arc PR 
(fig. 27)^ on voit qu'il faudra ajouter toutes les tranches élémen- 
taires qui ont PputM pour projection horizontale ^ et le demi-seg^- 
ment PRM pour projection verticale : or on a PRM i=,\cls' ---^ 

I X V^*— '^* ; l'épaisseur de la tranche verticale ci-deSSus est dx : 
on a donc ^ pour le volume d'une portion de l'espace couvert par 
la nappe /— | as'dx -|- \fxdx S/c^'^ac^ = *-* I ^^*^ + \faxds' — • 

f a' V'tf'r— ^ — ^(a* — jc*)% quantité à laquelle il ne faut point 
ajouter de constante ^ parce quelle est nulle d'elle-même ^ quand 
/ = o et jc = « : en y faisant x = o, on a | tf* pour le volume re- 
couvert par la demi-nappe , et par conséquent f a* pour celui re- 
couvert par la voûte entière. 

Nous avons vu que la surfiice de la voûte est double dé celle de 
sa base : nous venons de trouver que le volume qu'elle embrasse 
est f a*, c'est-a-dîre les | du parallélipîpède circonscrit : ces pro- 
priétés sont les mêmes que pour une voûte hémisphérique, pro- 
priété simple et curieuse. 

35. Vaûie Parité. Nous avons expliqué dans le problème pré- 
cédent y la génération de la voûte d'arête en même temps que celle 
de la voûte en arc de cloître : la figure 2^8 est le plan de la voûte 
d'arête ) cuiVh est le quarré qui lui sert de base , ou qui est recou- 
vert; AELF est un des quatre piliers égaux qui supportent les 
quatre angles de la voûte ; la figure ^ig est la section faite par un 
plan vertical élevé suivant QQ' (fig. a8); la figure 5o est la section 
faite par un plan vertical passant par la diagonale EE'^ de la fig. 38 : 
dans ces figures on a ponctué les lignes qui n/ont pas de réalité^ 
et qui ne servent qu'aux démonstrations. 

Voici comment il faut concevoir l'équilibre dans cette voûte. 
Soient M, M', N', N, les projections horizontales (fig. 28) de quatre 
points symétriquement placés sur les arêtes de la voûte ; imaginons 
qu'on ait conduit par ces points^ pris deux à deux^ quatre plans 
verticaux et infiniment près de ceux-ci ^ quatre autres plans pa« 
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rallèles ; ces quatre plans fourniront quatre sections égales à celles 
de Ja û^uxe 29. 

- Cela posë^ voici ce qui arrive au moment où les pieds-droits sont 
près à être renversés. Chacun des quatre arcs dont MM', M'N', 
M'N, NM sont les projections , et dont (fig. 29) Rr/K est le profil, 
s-'ouvre dans son milieu Z à l'intrados ; les deux moitiés se contre- 
halancent en se buttant à l'extrados en Z ; les extrémités inférieures 
de ces demi-arcs pèsent de tout leur poids en R (fig. 3o) , sur Taréte 
elliptique qu'on peut se représenter comme étant une courbe solide ; 
cette ellipse se trouve ainsi chargée des poids variables des arcs ZR, 
qui croissent depuis S jusqu'à l'extrémité a du grand axe ; la résul- 
tante de tous ces poids, pour le quart de voûte aVOV% sera égale 
au poids de ce quart de voûte, et passera par un point X' de la 
diagonale AO. Alors on pourra concevoir (fig. 3o) quatre forces 
AY, XX', AX', XY, dont la prenuère et la troisième ont une résul- 
tante égale et directement opposée a celle de ,1a seconde et de la 
quatrième (vojr. le n* a3) ; AX' représenterja la force qui tend à 
renverser le pilier suivant sa diagonale , si XX' représente le poids 
du quart de voûte : il faut donc chercher l'expression de AX'. 

Soit (fig. !29) a le rayon du cylindre de l'intrados = HZ ; soit 
Zz=A: l'épaisseur de la voûte, MA=jr, €t}^s=:s, Hy=za'^l^s=r. 

On a RrsZ = h : le poids de l'arc qui presse en M (fig. s8) ou 

en R (fig. 39 et 5o) , sera ks . Hh. Mais on a HM == V'^ — Jc* (fig. 29), 
et (fig. a8) HO=:HM, à cause du triangle MOH isoscèle ; donc 

HA = d (OH) = . "T,f_:: ; donc le poids des deux arcs élémentaires 

ou tranches ayant pour projection MHhm et MH'A'm, qui agissent 
dansla verticale passant par M, sera —==:. Pour avoir la distance 

AX' du centre de gravité cherché, il &ut multiplier la sonune de 
tous les poids ci-dessus par leur distance AM, et diviser le pro- 
duit par la somme des poids , c'est-à-dire par le quart de la voûte. 

Or on a AM = y/^ (a — y^r* — x^) ; la quantité à intégrer est donc 

^ • ^^^ - -f- S^ksxdx, Si l'on fiaiit attention que ds=z ;■- 

et 
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et qu'on intègre par parties , on trouvera pour l'intégrale ; 



On détermine la constante Cy en observant qu'à la clef l'intégrale 
doit être nulle ^ et qu'alors on a^ = o^jr = r; on la complète 
en faisant ensuite xz=:6 , sz=: i^Sjodr^ pour qu'elle embrasse toute 
la ligne OA. Par là , elle devient 

8'A:r* (0^5708 . a — 0,5927 . r). 

Divisant cette quantité par le volume du quart de voûte (qui 
s'obtient en retranchant le quart de la voûte en arc de cloître, de 
la portion correspondante du berceau cylindrique)^ lequel est 
1,1416 Arr*, on a, pour la distance cherchée, 

-^^' = r7Ï4Ï6 (^^5708^ — e.5937.r), 

ou AX'=i,4ï4ï^'~o»9729''; Quant à la force effective, qui pousse 
horizontalement le pilier suivant X^A (fig. 3o), elle est égale au 

poids du quart de voûte , multiplié par yx! , c'est-à-dire , à 

^-^îîpî ^2-^> on -p^(i,6i43a— i,ii07r). 

Multipliant cette force par la hauteur AD = H du pilier , on aura 
son moment autour du point C. Multipliant le quart de la voûte 

par V^Z [en appelant Z le côté AL du pilier (fig. 28)] , on aura 
le moment de la pression de la voûte sur le pilier. Enfin, multi- 
pliant le poids yHZ* du pilier dont la densité esty*, par i V^Z, on 
aura le moment de ce pilier. Égalant le premier moment à la somme 
des deux autres , on aura , réduction faite , l'équation d'équilibre 

^^ (2,383a a — i,57o8r) = 2,2852 h^Z +fKL\ 

, La condition qu'il n'y ait pas de glissement dans le pied-droit, 

10 
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sera euprîmée par l'inégalité suivante (it étant le rapport du frot- 
tement à la pression) : 

^^P5 (1,6145 n — 1,1 107. r)< <»r(i,i4i6 A:r* + /HZ-). 

On trouve le volume de l'espace recouvert par la voûte d'arête , 
en retranchant le volume de la voûte en arc de cloitre, de deux 
fois le volume du berceau cylindrique j| et l'on a 3,6 1 65 a' ^ en ap- 
pelant a le rayon de l'intrados ou du vide du berceau. 

Observation. Je place ici , pour la conunodité de ceux à qui rana" 
lyse n'est pas familière , ' quelques fonxmles moins exactes , mais 
.plus simples. 

Soit r = rayon moyen du cyUndre géiierateur^ M = poids d'une 
nappe ao quart de voûte, P = poids du quart de tout le massif 
des pieds«-droits ou murs du pourtour, a s=: rayon de l'intrados, H 
leur hauteur , et Z leur épaisseur. 

Il n'y aura pas de renversement dans la voûte en arc de cloître, 
si l'on a 0,23 MH < MZ + i PZ. 

Il n'y aura pas glissement des pieds-droits, si l'on a 

o,m5M < 'jr (M H- P). 

/ On a aire de la voûte entière = 8/^. 

Capacité qu'elle recouvre = | a'. 

Fcâte d^aréte. M s: poids du quart de la voûte, P = poid$ de 
Tun des. piliers , H sa hauteur , Z le côté de sa base , A le rayon 
^du cylindre d'extrados, a celui d'intrados. 

Il n'y awa pas de renversement , si l'on a o,5i MH < MZ + i PZ. 

Il n'y aura pas glissement , si l'on a o,5i M < 'TT (M -f- P). • 

Aire de la voûte entière = 4>5664 A*. 

Volume qu'elle recouvre = 5,6 1 65^. 

36. Dffs Ponts. Les ponts n'étant que des berceaux , tout ce que 
nous avons dit jusqu'à présent dés seconds , s'applique aux premiers. 

Cependant , comme les ponts sont ordinairement termina par un 
extrados ou pavé sensiblement rcctilîgne et horizontal, nous exa- 
minerons ce cas, en supposant l'intrados circulaire. 

Soit donc (fig. lâ) un pont dont l'intrados SlkiT est un arc de 
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earele^.et l'extradoé S'N' une ligue droite boriso^tole. En coa&er- 
yant toujours U notatioa cony^nue ^ on ai ici 

S=|(i + A:)*tang(X — ^i^flt; 

On déduit aisément de la yalenr de S coldi^ que la voûte est de. la 
seconde espèce : on le conclurait encore^ en observant que l'extrados 
embrasse celui qui rendrait la voûte équilibrée* 

La principale chose à £dre y c'est de trouver la valeur de D^ c'est- 
à-dire la distance de la montée au centre d'inertie de la demi-voûte« 
Pour cela ^ il faut prendre la différence entre le moment du tnangle 
OS'N^ et celui du secteur OSM% puis diviser cette différence par 
l'aire S. 

Soit M'D = H, MTa=:aA% N'H5=aD% OS = i, SS.' = *^ 
DC = Z, i + A: = B, S'H :;=z p :^ b sincL i on a aire du triangle 
OS^N' =: i B* tang a y distance de la montée au centre de gravité 
de ce triangle ==76 tang cl , moment de ce triangle par rapport à 



■^— X 



la montée = ^B' tang a; aire dusecteurOSAfs-li^fli^ distance de son 
centre d'inertie à la montée = g- (i — cos et) , moment de ce sec- 
teur par rapport a la montée =? | J^ ( i — cos a) j ce qui donne 

-^ B^ tang A — fly ( 1 — cos a) 

^ — 6S ^* 

r 

Il y a une attention à faire, h cause de la figure du pied- droit; 
c'est qu'il faut retrancher le moment du petit triangle M*N^H , de 
celui du rectangle CDHB, pour avoir le moment du pied-droit & 
l'égard du point C. Gela posé^ il ne reste plus qu'à substituer les 
valeurs de S et de D dans les formules suivantes^ déduites, des 
équations (39) ^ 

S(H+A')?ErF$7=S(2^-I>')4-i/^*(H+2A')-a/iyA'(Z-|D'); 

«!fn^.> <« S^:ï^<'*<S-h/Z(H+aA')-VA'D')- 
; Vi faut observer qu'on a /? -f- 2D' = B Ung ot, aA' =B — b cos «• 
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De plus y l'angle SOM' == et est un arc pris sur le cercle dont le 

rayon est un ; ensorte que si et =; go* ^ on a et =s i ^5708. 

Si le pont était très-aplati, la prenûère des équations ci- dessus 
exigerait une modification : il Êiudrait supposer que l'arc s'appuie 
sur le point M' et sur le point S' ; alors cette équation deviendrait 

SH?^=SZ4.i/Z*(HH-aA9— a/D'A'(Z — fD'). 

On voit que le premier membre de l'équation relative au glis- 
sement deviendrait S ^ 
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Si l'on voulait employer l'hypothèse du coin avec frottement^ il 
£iudrait Êiire usage des équations (^S), (^4)9 '(^^)y comme on le 
verra dans l'article suivant ^ oit les calculs sont plus simples : obser- 
vons cependant qu'on peut toujours^ dans chaque cas particulier^ 
trouver le maximum de F et de Z^ en cherchant par le tâtonne- 
ment les valeurs de a^ qui rendent des maximas ^ les quantités 
dont les équations (a3 et 34) indiquent les différentielles. Quand les 
expressions analytiques de ces équations son^ compliquées^ on peut 
encore, par quelques substitutions successives^ approcher assez près 
du maximum cherché. 

57. Berceau plat. On appelle berceau plat celui représente par 
la figure 5i , dont l'extrados et l'intrados sont deux lignes horizon- 
tales, et dont les joints concourent en un point commun O : cette 
voûte diffère de toutes les précédentes^ en ce que les joints ne sont 
point perpendiculaires à l'intrados. 

Soit OS =tf, SS' = h, SA=ft, Afl=:K, ÇK—K, AR'=D, 
h' T=:\k^ l'angle d'un joint quelconque avec la verticale = a , 
A^R' = a'. 

On verra aisément qu'on a S = A:(éî4-5^)tanga'=:À:(A+i>t), 
M = A: (^1 + ï ^) tanga. Donc , sans le frottement, la poussée M cot tt 
serait kÇa+^k)^ et par conséquent constante : la voûte est donc 
équilibrée. 

En observant que dans l'hypothèse des arcs-boutans, il faut prendre 
A et S' pour centres des mouvemens ou points d'appui de la demi- 
voùte , au moment de la rupture y on verra que les équations (^9) 



DE L'ÉQUILIBRE DES VOUTES. 7 7 

k(2a + k)(U-\-ik) = k(2b + k)ÇL^Ti')+faZ\ 
i*(i + i), ou A:(a + i*)<<[A:(A + iA:)+/HZ^]. 

Comme les calculs relatifs à Cette voûte sont fetciles^ je vais 
chercher l'équation d'équilibre dans l'hypothèse du coin avec frot- 
tement. La première chose à faire est de chercher lé maximum de F : 
on a F = Mcot(fl4-a)=A:(a + iA:)xtanga.cot(ô — a). DiiOFé- 
rentiant et faisant rfF = o, on trouve sin (6-|-a) cos(9 + a) = 
sinet cosa; équation qui^ étant résolue^ donne tanga=: séc0 — * 
tang fl = 0,7208; d'où a = 55* 47', c'est-à-dire que cl est le com- 
plément de 8 -h ^ 9 ou 1^ moitié du complément de ( en se rap- 
pelant que 6= i8* 26'). On aurait tiré cette même conséquence de 
l'équation ci-dessus^ sans prendre la peine de la résoudre. Ayant 
trouvé que le coin de plus grande poussée est de 35^ 4?' y ^^ ^^ 
tire F = o^SigS A: (a + ^ k). 

Ayant trouvé F^ il faudrait trouver son point d'application le 
plus Êivoi'able^ par le moyen de l'équation (^4)* tnaàs l'équation 
(a) du n"* 28, fait voir tout de suite que le point cherché est auit 
naissances, puî#qu'en ce point, h étant égal à zéro, la somme des 
trois momens est zéro, et que partout ailleurs elle est négative; 
d'où il suit que c'est le joint des naissances qui procure le maximum 
de Z. Cela posé, on trouve aisément les équations suivantes : 

0,5195* (a+l*)(H4-iA)= A (* + iA)(z~.^)+i/HZ%- 
o,5i95A ( a+i*) < ^ ( A4+ i *• +/HZ). 

Si - était plus petit que 0^7208 , la valeur de F changerait un peu , 

puisqu'alors le coin de plus grande poussée ne saurait être plus grand 
que celui formé par la voûte entière : il serait- aisé de faire le chan- 
gement convenable à la formule ci-dessus. 

On voit qu'en ayant égard au frottement, la valeur de Z est 
bien plus petite qu'en le négligeant. On peut regarder la dernière 
formule comme approchant beaucoup plus près de la vérité que 
toutes les autres r 
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Cette voûte est très -propre à faire voir dans quel ces ehacHDé 
des deux hypothèses est prë£erable. Eu effet si k est gr^nd ainsi que a 
par rapport à ^^ il est. évident qu'on ne peut employer que Thypor. 
thèse du coin ; c'est l'inverse dans le cas contraire. 

SECTION V. 

Du pied^droit (f égale résistance et du minimum des matériaux. 

58. Piedr-droit dégale résistance. Jusqu'ici j'ai considéré le? 
pieds-droits comme des massi& composés de molécules fortement 
adhérentes 3 et j'ai supposé que ces massifs ne pouvaient que se 
renverser ou glisser sur leurs bases ^ sans pouvoir se rompre ; mais 
il peut arriver qu'un-pied-droit tende à se briser suivant une section 
horizontale ou par assises y comme il arriverait à une pièce de bois 
implantée verticalement y et qui serait tirée horizontalement par une 
puissance ^ avec cette différence qu'une colonne de pierre se ronïpt 
sans ployer. On peut se proposer de donner à la £ice extérieure du 
pied-droit ^ une figure telle y que la voûte et le pied-droit soient eu 
équilibre^ quelle que soit la hauteur du pied-droit «et qu'en même 
temps il résiste à la rupture avec une force égale dans toutes les 
sections horizontales : on peut appeler ce problème du nom de 
pied'droit d^égale résistance. M. Epinus s'est occupé de cette, question 
dans les Mémoires de Berlin j année i855 ; mais sa solution est 
Élusse 9 parce qu'il n'a pas eu égard k la pression verticale de h^ 
voûte sur le pied-droit. Celle de M. Bossut^ dans son ouvrage cité^ 
est aussi imparfaite , comme je le ferai voir plus bas. 

Soit(fig. 52) XadÀ! la section de la vo&te en berceau qui re- 
pose sur les plans inclinés Ka y AV dd's coussinets Aa\ y A!dYy et 
qui fait effort pour les écarter : le poids de la voûte produit deux 
forces en E , Tune horizontale ou la poussée F qui tend à renver- 
ser le pied-droit en le Citsant tourner autour du point N d'une 
section quelconque NQ^ l'autre verticale S qui s'ajoute au poids du 
pied-droit. De plus y les molécules de chaque section horizontale 
NA du pied-droit , tiennent entre elles par une force d*adhérence 
dont l'expérience seule peut faire connaître l'intensité qui est cotos^^ 
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tante y et qu'on peut se représenter comme de petits poids égaux ^ 
distribués uniformément sur la ligne NQ. Il faut pour ré<{ui)ibre ^ 
que le moment de la poussée soit pour chaque section , égal à la 
somme des moaiens des trois dernières forces verticales autour du 
point de rupture N. 

Soit le poids de la demi-vo&fte SSIA c=: S ^ AQ = u,QN=:z , 
A£ = D" . (Si la densité de la voûte et des pieds-droits n'est pas 
la même y la lettre S sera le produit de l'aire par la densité relative 
de la voûte. ) 

Soit^ g la force ou le poids qu'il faudrait employer pour vaincre 
l'adhérence des molécules du pied - droit ^ distribuées sur une 
ligne sss I. 

Le moment de la poussée F pour faire tourner Taire AENQ autour 
du point N sera uF. 

Le moment du poids de la voûte sera , dans le sens vertical^ 
S(2 — D'). 

L'aire AENQ znfzdu. La somme des momens des élémens de cet 
espace à l'égard de l'axe AD ^ sera = | fz^du, La distance NG' du 

centre G d'inertie de cet espace sera z — -^^ . Le moment de 

cet espace & l'égard du pmnt N sera fzdu (j^*^ r^ ' ^ i ^^ 

zfzdu — \ fz^du. 

La sonmie des forces d'adhérence distribuées sur QN y sera 
gz. Le moment de la résultante de ces forces d^adhérence sera 

Egalant le moment de la poussée k la somme des momens des 
trois forces verticales^ on aura l'équation d'équilibre suivante 

ttF = S(s — IX) + J gz^+zfzdu^\fz'du (a). 

Différentiant deux fois de suite cette équation y pour la débaitaeset 
du signe fy en observant de fidre dz constant^ on a 

( aF — s') d^u — ^zdit as 2gdz\ 

Faisant du s=: pdz ^ on a 

^u s= dpdz. 
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Substituant^ on a la transformée 

•qui étant multipliée par le facteur ( aF — z* ) devient intégrable 
et donne 

(2F — «•)> =4^Fz — |^a»H-c ; 
d'où Ton tire , en mettant -j- pour p , 

équation qui s'intègre en partie algébriquement , en partie par Ioga-« 
rithmes. 

Pour déterminer la constante c , il faut remonter à l'équation (a), 
qui doit se vérifier pour le point E où le poids du pied-droit et 
la force d'adhérence sont nuls; ce qui réduit cette équation à 

uF5=S(2 — ]y)y qui donne ^ = |.. Substituant cette valeur de 

-j- y ainsi que Vf pour z dans Téquation (b) , on en tire aisément 

la valeur de c. ' ■ ^ 

Quant à la constante c' que la seconde intégration de l'équation 
(b) introduira , on la déterminera par la condition qu'au point E on 
doit avoir a la fois usszoei z=^D\ On aura ainsi tout ce qu'il £aut 
pour construire la courbe EC> Enfin y prenant AD de la grandeur 
qu'on veut donner à la hauteur du piednlroit y on aura DC == Z. 

Si on néglige le frottement dans l'hypothèse du coin^ on a 

F = S cot a, et la valeur ci-dessus de j^ devient ^ = tang a; d'où 

l'on conclut aisément que la tangente de la courbe EC doit y au 
point E y être perpendiculaire sur le joint des naissances. Cela est 
liisé à comprendre. En effet y le poids *du massif es( alors nul ; la 
courbe EC n'est plus qu'un petit élément rectiligne qui y pour sou-« 
tenir la voûte formant coin ^ doit nécessairement être perpendicu- 
laire aux faces de ce coin. C'est aussi ce que fait voir l'équation 

«F=S(a — D'), qui au point E devient ? 5= jî = =; 

M. Bossut (n* 21 9 pag. 41 S) s'est trompé en supposant tacitement 

qu'on 
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kja^on pojxvait obliger la courbe EG k faire un angle quelconque 
avec le joint Aa : cet angle n'est point arbitraire y et il ne peut être 
que droit : ainsi la détermination de sa constante est entièrement 
fiiusse. Observons de plus que pour simplifier la question ^ il a placé 
Forigine E de la courbe à Tintrados A ^ ce qui serait impraticable 
dans rexécution, attendu que la route ne saurait reposer sur un seul 
point. 

Si le pied-droit^ au lieu d'être d'une seule pièce ^ comme on Fa 
supposé dans l'article précédent ^ est composé de plusieurs tranches 
ou assises horizontales , ce qui a lieu ordinairement ^ il est aisé de 
sentir qu'alors c'est dans ces sections où l'adhésion est presque 
nuUe , que la rupture tendra à se &ire. La quantité g qui exprimait 
la force d'agrégation de deux molécules de pierres , sera beaucoup 
plus petite dans ce dernier cas où elle n'est pfus que l'adhérence 
produite par le mortier : on pourra même la regarder comme nulle ^ 
et en &isant g=:o dans les résultats de l'article précédent ^ on aura 
une solution plus conforme à ce qm a lieu dans la pratique de VAr^ 
chitecture. Pour avoir plus de stabilité y il faudra augmenter un peu 
les valeurs de z données par le calcuL 

On aura aussi un pied-droit d'égale résistance , c'est-à-dire qui 
dans toutes ses tranches horizontales opposera la même résistance V 
tant à la rupture qu'au renversement : ce pied-droit aura encore 
l'avantage d'être le plus petit possible en poids ou en volume. 

Il est encore une dernière perfection k ajouter au pied-droit : 
il faut s'assurer qu'il ne glissera pas, soit sur la plate & forme > 

ioit d'une assise à l'autre : cela se vérifie par l'inégalité suivante 

• 

V<^(S + fzdu) Çc). 

n pourra arriver que la condition précédente se vérifie dans 
toute la hauteur du pied-droit , ou seulement dans une certaine 
étendue à partir de la base. Dans ce dernier cas , il Êiudra que la 
portion qui pourrait être désunie par le glissement , soit d'une seul» 
pièce y ou que les assises en soient liées plus étroitement par des 
moyens quelconques. 

Sg. Minimum des matériaux, ^oici une question intéressante et 
qui peut trouver des applications danis l'Architecture. On veut £ûre 

II 
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mxe voûte .doirt lé rayon de la base , Tépaisseur de la vo&te ^ U 
Iiauteur des pieds-droits et la nature tant de Tlatrados qne^ de l'ex- 
trados sont données : on demande quelles doivent être la montée et 
répaîsseitr des pieds-droits^ pour que le volume. total de la voûte et 
des pieds-droits soit un minimum ^ en conservant d'ailleurs Téquilibre 
entre la voûte et le pied-droit. 

On voit que la quantité qui doit être un minimum est S+HZ. 
Supposons ^ pour Êiire une application y que Tintrados doive être une 

parabole ayant pour équation ^* =^ — » et Téxtradoe une autre 

parabole ayant pour équation y* = ^ "v» x'. L'épaisseur à la clef 
et aux naissances sera A. On trouvent aiiéuent 

L'équation du minimwn sera 

« 

qui étant diSerentiée par rapport a Z et ^ ^ donne 

— rfZ^=5||-ifti. 

Pour wimplifier les cakob y je regarderai la voûte eenMe un coin 
sans frottement et d'une seule pièce y reposant siir les impostes : 
alors l'ÀputioB d'^éqoilibre de rotation sera 

HScot«^SZ-HiHZ'. 

^ • iy b 

On* cot«s=g=:-. 

ib|BJes y «Toir anfeetitué les videurs de cot « et S , je différeBlie 
F«ijpMtion 4'eqvilibrc , en ne Êiîaant iwrter que Z el a , il vient 

Substituant dans celle-ci la valeur trouvée pour ^ ^ on a Féquation 



a*^s= — -^ (a+ ^+jt) 4- 4JtZ (aa-H *+*)+ 5HZ«— 4fl*Z , 
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laqaelle étant combinée avec réqaatîon d'équilibre , fera connaître 
les ineonnnea Z et n. 

On sent que la solution donnera des résultats un peu différens ; 
suirant l'hypothèse qu'on adoptera pour Téquation d'équilibre. 

On pourrait soupçonfeier qtie, tout rettiMit d'ailleurs de même ; 
il existe une montée a qui procure un minimum pour Z ; mais cela 
n'est pas : plus a augmente y plus Z diminue : il suffit , pour s'en 
conraincre^ de mettre dans l'équation d'éqtiil3>re les tâleurs de S 
et cot a , et de tirer ensuite la rûenr de Z. 

Si Ton veut connaître la marche de la poussée relativement à la 
variation de a, et savoir s'il existe un minimum , il &ut &ire 
d(S cot « ) = o. Dans le même exemple , la quantité à differentier 

est g (A i^- — «f. ^ y quantité qui diminue li ipesure que a aug- 
mente^ et qui a pour limite | bk; c'est le minimum de la poussée qui 
a lieu quand la montée est infinie. 
Si l'on veut savoir quand la poussée tangendelle ou la pression sur 

ks impostes est un minùmêm^ on aura d C^^^^^^^ ond^ 3?^^^^' 

É ■■■.■■■ ^ 

ourfQ*(aH-iH-A) yi + 'Sî)==<>> on trouvera 



V^J *'(*+*). 



4 • • MX 



\ 
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CHAPITRE m. 

DE L'ÉQUILIBRE ENTRE LES VOUSSOIRS DES VOÛTES 

EN DOME A BASE CIRCULAIRE. 



SECTION PREMIÈRE. 

Problème général. CÎtant donnée la courbe génératrice de la 
surlkce de Tintrados , trouver celle d'extrados , et réciproquement : 
ou bien , étant donné Tintrados générateur ^ trouver la loi des forces, 
€t réciproquement. 

4o. Équations générales. On sait quV>n appelle voûte en dôme à 
hase circulaire , celle qui est engendrée par la révolution d'une 
courbe plane autour d'un axe vertical qui est la montée du d6me. 
La surface de révolution qui en résulte , forme la sur&ce d'intrados ; 
la seconde surCsice engendrée par une seconde courbe plane qui em- 
brasse la première, forme la sur&ce d'extrados. Si l'on imagine que 
le cercle de la base de la voûte soit divisé en parties égales ( fig. 55) 
tt que par les points de division et par l'axe on ait mené de$ 
plans verticaux , la voûte sera partagée en un certain nombre de 
secteurs égaux symétriquement placés et se faisant équilibre deux à 
deux , en se buttant l'un contre l'autre par leur tranchant commun 
avec Taxe. 11 faut de plus imaginer que les joints perpendiculaires à 
la courbe génératrice de l'intrados aient décrit dans le mouvement 
commun , des surfaces coniques : alors les surfaces d'extrados et 
d'iatrados se trouveront partagées par de|^ méridiens verticaux et par 
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,des cercles parallèles horizontaux , en petits espaces trapéeoidaux : 
la Toùte se trouvera formée de petits^ poussoirs ayant la forme de 
pyramides tronquées ^ et composés de six £ices y savoir , deux tra- 
pèzes Élisant partie des sur&ces d'intrados et d'extrados ^ et quatre 
autres faices , deux planes et verticales et deux coniques , toutes 
quatre perpendiculaires à l'intrados. < 

Il est aisé de voir que les conditions d'équilibre entre les vous** 
soirs de deux secteurs ou onglets opposés quelconques^ seront les 
mêmes ^ et que la question se réduit k la recherche de cet équilibre 
pour avoir celui de toute la voûte. 

Afin de trouver les conditions d'équilibre entre les deux sec- 
teurs infiniment petits ou voûtes élémentaires ci-dessus ^ inaagi^ 
nous une section verticale qui les partage chacun en deux parties 
égales : si P et Q sont les forces normales à l'intrados ^ et verticales 
qui agissent sur chaque point de la petite surface intérieure du vous« 
soir^ la résultante de ces deux espèces de forces sera nécessairement 
dans le plan de la section verticale ci-dessus : on sentira qu'on peut 
raisonner ici^ comme nous l'avons fait pour les berceaux , le coin du 
milieu était une tranche verticale et d'une épaisseur constante , au 
lieu qu'ici ce coin est formé de deux onglets égaux dont l'épaisseur 
augmente depuis la clef : du reste ^ les conclusions sont absolument 
les mêmes. 

Que la figure 4 soit donc la section verticale qui partage en deux 
parties égales les deux secteurs infiniment petits et opposés ; P étant 
la force qui presse perpendiculairement chaque point de la surface 
de l'intrados^ P^ sera celle qui presse chaque point de l'élément ds 

de Fiutrados générateur^ et ^^^^ — - celle qui presse le petit trapèse 

de la surface d'intrados qui sert de base à un petit voussoir (en appe- 
lant m le rapport de la circonférence au diamètre , einle noiùbre 
infiniment grand des secteurs). 

On trouvera de même que Q étant la force verticale qui sollicite 

chaque point de la surfiice d'intrados , ^"* - ^ est celle qui sollicite 

la base d'un voussoir élémentaire. 

Comme il s'agit de comparer les efibrts que les voussoirs d*un 
même onglet exercent les uns sur les autres ^ on peut concevoir par 
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la pensée , qae Fonglet est réduit à la sectîoii mùfetaiè qui pasSft 
par son milieu , ou ^ ce 4|ui revient au même , que les forces' qui 
agissent sur la base d'un roussoir , sont concentrées sur le petit 
arc ds , générateur de cette base. Alors le problème est de même 
espèce que celui que nous avons résolu pour les bercvaux dans les 
n^ 4 ^ ^ ^^ 6 ; ^^ ^^^^ prendre la peine de refidre les calculs , 9 

suâit , dans les équations (9) et (i i) ^ de substituer ^!!3SL pour P , 
«t 22^ pour Q > du ftimpl«melit^P pour ^ et jrÇ^ pour Q , parce 

que le coefficient constant — disparaît de lui-même. On aura ainsi 

les équations suivantes qui seront pour les toàtes de révcdution , 
ce que ks équations (9) et (11) sotif pour les berceAux^ i" 

4^)+rf(Q^^+^A==, .(5»). 

dlVfy) +«'(2^) -Qr<fa=«- . • •■• • (Si). 

On choisit dans les applicatious ceUe des deux équations qui se 
ptéle le mietit à Tintégratroû. Par leur mojren On peut , comme 
nous Tavôns fait pour les berceauic , résoudre ce d6td>le problème -. 
étant donnée la loi des forces ou la courbe génératrice .de Textrados, 
trouver celle de Tintrados : étant donnée la courbe génératrice 
d*intrados , trouver la loi des forces ou cotetruire la courbe d>x- 
trados. Ce second problèiÉie est toujours possibte ^ mais le premier 
exige trois intégrations. 

41 • É^fuaiioA de la loi des forces au des poids des vouf soirs* Je 
me bornerai au cas où les voussoirs ont une densité constante et ne 
sont soumis qu'à Taction de la pesanteur. 

On a ici P =s o^ et Féqualion (So) que je choisis parce qu^élIe no 
renferme Q que dans un seul terme , donne ^ étant intégrée , 

en mettant pour R sa valeur TTtV ^'^^* P*^ ^^**^ équation 
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m! ou conBallra le poids relsitif Q <pù sollicite cbaqpe ppint é^ la 

surface, courbe d*mtrados ^ en y mettanl pour '^ sa valeur adonnée 

par ta couil>e dé Fintrados : amsi y par exemple , si Tintrados est une 
desii^^ipee dont a soit la iHuontée et b la deim*4)ase , on trompera 

Ô = ^T\ '- > ëquation qui fera connaître la force Q 

qui sollicite chaque ppi«,t du cercle om parallèle h^m^oi^ljal dpnt l€ 
rayon est^ lorsqu'on aura détermine c^ ce qui mérite quelques 
observations. 

M. Bossut (n* 34» P^g* 4^^) ^^ T^^ ^ ^<^^t ^^^ déterminé^ pas 
la condition qu'à la clef; la valeur de Q sôit donnée : on ne saurait 

procéder ainsi; car à la clefon.ajrs;sOjd'9Ù Q;^-^9;?oo,etpar 

conséquent c = o. 

Il suit de là que le p6Ie ou sommet de la voûte ne peut servir à 
détenniner é. On trouverait de même xpMS le point des naissances 
ne peut pas servir non plus , dn moins quand la tai^ente à la courbe 
dans ce point est verticale : nkaîs ai l'on veut que la focce Q sok ç y 
quand^= C^ on voit que c aura une valeur finie ^ et quVm p^^uroa 
trouver les valeurs relatives de Q pour toi^ les autres points de l'in* 
trados gé];iérateur. 

Il est cependant des cas où le p61e peut servir à déterminer c^ 
c'est lorsque le rayon de courbure est infini dans ce point. Ainsi y 
lorsque la courbe d'intrados donne R = | à la clef ^ l'équation (5a) 
donne ér s» | Q , expression indét^naioéd qui pourra donner pour c 
tiue valeur fime , et par conséquent £ûve connaître les valeurs de 
Q pour ehaqve point. 



• 4^. pM>ids du dôme qm est ci4baH§. Bfippcrt de$poid^ d^$ assises* 

H résulte èa nnniéra précédent , ^e WpiQ/ w -^ d (^^ e$t 4« 

poids qui sollicite le cercle parallèle boriiontal dont^ est le rayon : 
cette quanljHé est donc toujours donnée par l'éqtlation de Tintradot 

générateiir ; elle est pçur Kntrâ^ .c|Uj(>jbiqi|ie -— ^T? ■ , 

quantité qui deibcure fisàe à la clef oi^jr ans o. 
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L'expression dé tout le poids du dôme est Mt/Qjrds mt 



2mefd (j^) i c'est-à-dire îî^^ , intégrale qui n'exige pas de nouvelle 

constante^ puisqu'elle s'éTanouit d'elle-même k la clef où jr = ^' 

Aiasi le poids du dôme est toujours assignable : son Tolume est donc 
aussi cubable^ propriété analogue à celle des berceaux équilibrés 
que nous ayons vu être quarrables* En appelant S' le Tolume renfermé 
entre les sur&ces d'intrados et d'extrados , on aura 

S' = 2!^ (55). 

Quant à la capacité renfermée sons la s«r&ce d'intrados , son 
expression est comme pour tous les solides de révolution mfjr'dx. 

On sait de même que l'expression de l'aire de lasurfitce d'intrados 
est amf/ds, 

45. Grandeur des joints, UurrappoH aux forées. Dames terminés 
en J&che infinie. Soit (fig. 54)SP=x,PM==r ,SM= «,MN=K, 
I^_-R. G le centre de gravité du voussoir infiniment petit MN«^; 
GG' sa distance à l'axe , on aura 

aire MN/im =^ (aR + K), G^= JK^±^; 

et l'on trouvera 3R+«K Ac 

Si d'après le principe de la méthode centrobarique, on mulUpUe 
l'aire MNnm par la distance GG' de son centre de gravité à l'axe de 
roution , et le prodait par am , on aura le volume ou poids d una 
assise entière de voussoir. Mab, d'après l'équation (5a) et smvantes, 
ee poids est aussi exprimé par amQ/Jî ou par î^. Egalant suc- 
«essivement chacune des deux dernières expressions de ce poids 
avec U première, on aura, après avoir supprimé les fecteurs com- 
muns , les deux équations suivantes : 

• J^=tK^(aR+K)-HiK*(5R-f'aK)g....(54); 

RQr= i Kj (oR-f-K) -♦- i K.» ( SR-HaK.) ^- • • -(SS)- 

La 
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îiâ première de ces deux équations sert à trouver la grandeur K 
du joint de Ht quelconque correspondant ajr^ en résolvant une équa^^ 
tion du troisième degré , après y avoir mis pour ds jdx ydj e\ R , 
leurs valeurs données par l'équation d'intrados : elle fournit donc le 
moyen de construire par points l'extrados générateur. 

La seconde donne la relation entre K et Q; mais auparavant il faut 
déterminer la constante c. 

En raisonnant ici comme nous avons fait plus haut ^ on verra qu'on 
peut toujours déterminer c par la condition que K devienne K' quand 
jr devient f • Mais si on veut déterminer c par la connaissance de K 
à la clef ^ il faut distinguer deux cas. i*. Si le rayon de courbure a 
une grandeur finie à la clef ^ Téquation (34) donne c = o ^ ce qui ne 
fait rien connaître. 2*. Si R est infini au pôle^ on a c = f ^ quantité 
qui peut être finie. 

Supposons qu'on ait déterminé c pour le point oyxjr = C , ce qui 
est toujours possible , l'équation (34) donnera . pour K une gran- 
deur infinie à la clef dans le premier cas y et dans le second y une 
grandeur qui pourra être finie ; c'est-à-dire que si le rayon de cour- 
bure de l'intrados a une grandeur finie à la clef ^ l'extrados s'éten- 
dra a l'infini au-dessus du pôle y en se rapprochant de l'axe comme 
d'une asymptote : alors le dôme sera surmonté et terminé par une 
espèce de flèche ou de pyramide s'étendant à l'infini y comme 
on le voit (fig. 35) j dans laquelle l'intrados est une parabole. 

Au reste y quoique la flèche s'étende à l'infini y son poids est 
néanmoins d'une grandeur finie : c'est ce que fait voir l'équation (33). 
11 arrive ici y comme pour certaines suites y que la sonmie d'un 
nombre infini de termes décroissans y a néanmoins une grandeur 
finie : cette remarque permet de remplacer une portion de la flèche 
infinie par une sphère d'un poids équivalent : ce moyeu est à la fois 
simple et conforme au goût de l'Architecture. 

.Cette particularité des flèches qui aura lieu le plus souvent^ puis-* 
qu'il est rare que l'intrados ait le rayon de courbure infini à la clef ^ 
est une singularité- très-remarquable. J'ignore si elle a été connue de 
Mascheroni dont je n'ai pu encore me procurer l'ouvrage devenu 
très -rare. M. Bossut qui a écrit le dernier sur cette matière, 
n'en a point parlé y et cependant la chose méritait assez d'être re-*- 
marquée. 
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J'ajouterai encore que l'extrados générateur peut aussi y comme 
dans les berceaux ^ avoir pour asymptote la ligne des naissances 
( vojrez fig. 56). 

L'intrados est un demi*-cercle ^ et par coiiséquent la surface d'in- 
trados une demi-sphère : ou voit que l'extrados a deux asymptotes ^ 
la montée et la ligne des naissances : il a deux points d'inflexion de 
chaque côté de la montée. On sent que les voussoirs des naissances 
ne pouvant avoir une grandeur infinie comme l'exigerait la théorie ^ 
. doivent être retenus sur les impostes y soit par le frottement y soit par 
tout autre moyen {voyez pour l'équation de l'extrados , le n* 58}^ 

44. Du joint qui est un minimum. La figure 56 fait voir qu'il existe 
un joint plus court que tous les autres ; c'est le point où l'épaisseur 
de la Yoûte est un minimum. U peut être utile de connaître sa posi- 
tion : pour cela il suffit de differentier l'équation (54) en faisant va« 

rittj etK, et d'égaler à zéro la valeur de -t-. Les facteurs feront 
connaître les maxima et minima de K. 

Si, par ^exemple (fig. 56), l'intrados est un demi-cercle dont 
le rayon est a , et l'équation j^ = 2ax — ac^y l'équation (54) devient 

Différentiant et égalant à zéro la valeur de -^ , on trouve jr = -fL 

pour la valeur de^ , correspondante au minimum de K. Substituant 
cette valeur de jr dans Féquatîon ci-dessus , et pour K l'épaisseur 
qu'on se propose de donner à la voûte dans le point M de la plus 
petite épaisseur , l'équation fera connaître c : enfin la même équation 
donnera toutes les valeurs de K correspondantes à celles de^, 
et l'on construira la courbe d'extrados telle qu'on la voit dans la 
figure. 



~N 
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SECTION II. 



^applications. 

45. Trouver la courbe de t intrados dans le cas oîi la voûte doit 
être infiniment peu épaisse y et soumise à la seule action de la pesan^ 
leur. Je vais chercher la courbe génératrice de rîntrados^ quand la 
voûte ne doit être qu'une surface courbe très-mince , et que les 
vçussoirs ne doivent être sollicités que par Faction de la pesanteur : 
on a alors Fcrro et Q = i ^ parce que la pesanteur étant une force 
constante qui agit uniformément sur tous les points de la voûte y 
peut être représentée par x : fsiisant ces substitutions dans Féqua- 
tion (3o) du n* 40, que je préiere parce que Q n'entre que dans un 

de ses termes^ elle devient, en intégrant, -^^-=:c; substituant 
pour R sa valeur j j, , dans laquelle djr est constant , on a 

rdr = —y = — r= ; 

^ ^ as x^dxl^^dy 

je îsàs dx'=ipdjy d'où d*x s=r dpdy y et il vient 
^dont l'intégrale est 



£ = log(;^+ Vi+;^*). 



a laquelle il n'y a pas de constante à ajouter, parce qu^elle donne 

dsi 

= quand on y fait j^=o et/? = ^2= o, comme cela doit être 

à la clef. Si on multiplie le premier membre de l'équation -^^ ; 
par log e ( e étant le nombre dont le logarithme est i ) ^ on aura 

r! 



ga THÉORIE 

Késolvant cette ëqaation^ et faisant pour simplifier — = c'y ce qui 

est permis ^ puisque c est une constante indéterminée ^ on aura 

et remettant pour/i sa yaleur^ 

Telle est l'équation différentielle de la courbe cherchée ; on ne peut 
l'intégrer que par série. On a d'abord 

• * 1 

pour avoir er^r* ou -^^^ , je diyise l'unité par la série trouyée, et j'ai 

ér-«>-= I — .^+'i5!i ^+etc. 

Faisant les substitutions et intégrant ^ on a 

^""3.1 ^7.1.3.3^ ii.i.a.i.4.5^i5.i.a.3.4.6.6.7^^^^ W> 

«équation qui n'exige pas de nouvelle constante y parce qu'elle donne 
d'elle-même X = o quand y"=LO^ comme cela doit être à la clef. 
U ne reste qu'à déterminer c'par la condition qu'on ait a:=a=moD- 
tée quand ^s= h = rayon de la base y ce qui ne peut se faire que par 
le tâtonnement ou par la méthode du retour des suites. L'application 
de cette méthode m'a donné la valeur suivante 

^ -^b^ i4i» ^ i4*A' T^ ^^^^ W- 

Cette série n'est convergente qu'autant que a est plus petit que b : 
néanmoins nous verrons comment elle sert à trouver c' dans tous^ 
les cas. 



46. Discussion de la courbe. Bectification. On trouve aisément 
ds:=ldj (e^y* -f- e-<r' ) , quantité qui étant intégrée d'une manière 
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analogue à celle qui a servi à trouver x , donne 

'^/re <2e 2a ^o&e. En faisant /ti =5^i4i6 ^ l'expression d'une zone 
horizontale élémentaire de la yoùte que je fais = ds\ est 

intégrant on a 

En appelant ;? ^ la sounonnale ^ on a aussi 



*'=S(^<^'-^^')- 



y— ^ 

Ainsi Taire de la voûte est quarrable y quoique la courbe généra-* 
trice ne soit pas rectifîable. 

On trouve aussi que l'aire plane renfermée par cette même courbe 
est quarrable^ et qu'elle est 

Capacité sous le dôme. L'expression du solide de révolution en- 
gendré par la courbe est 

mfjr-dx=:^^mfj-djr{e^r^e-<^r), 
dont on trouve ^ en procédant comme ci<-dessus^ que l'intégrale est 

'^ VSTT*^ 9.1.3.3*^ 13.1:3.3.4. 5 "^^ ^^^7' 

Rayon de courbure et déi^eloppée. On trouve que l'expression du 
rayon de courbure est 

d'où l'on voit qu'il est infini a la clef où^ = o. Depuis la clef, il va 
en diminuant de part et d'autre jusqu'aux points M et M' (fig. 57) où 
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il est le plus petit possible : depuis ces points 11 recommence a 
croître et continue jusqu'à Tlnfîni. La développée de la courbe est 
composée do deux paires de branches et a deux points de rebrous- 
sèment correspondans aux points M et M'. Pour avoir la valeur de 
jr correspondante au point M ou R est un minimum , il ùut faire 

JR == o , et Yon trouve e^^^T = I^t^^!^- Pour le cas de c'= 0,0004, 
on a 56^126=?/. 

Epaisseur du dôme. En raisonnant ici comme nous avons fait k 
l'occasion de la chaînette , on se convaincra que l'épaisseur k du 
dôme doit être partout la même. Si on voulait une autre démons- 
tration , on n'aurait qu'à se proposer de trouver quel est l'intrados 
générateur pour lequel l'extrados exigé par Téqulllbre , est partoutN 
parallèle. Il faudrait pour cela intégrer l'équation (34) en supposant 
K constant. La. courbe que l'on trouverait serait la courbe inté- 
rieure de la figt. 37 menée à la distance i K , parallèlement à 
celle que nous avons trouvée et discutée dans cet article. 

Je suls^ entré d^ns quelques détails sur la courbe dont il s'agit , 
parce qu elle est la plus propre à faire un dôme solide et peu pesant : 
l'épaisseur de la voûte , quoique considérable , doit toujours être 
uniforme, tandis que si l'on adopte une autre courbe pour l'intrados, 
l'équilibre exige que l'épaisseur soit variable. La courbe dont il s'agit 
est pour les dômes, ce que la chaînette est pour les berceaux; toutes 
deux servent à construire l'épure de la voûte , en leur menant en 
dedans et en dehors deux courbes parallèles qui forment l'intrados 
et Textrados. On pourrait par analogie appeler chaînette croissante , 
ht courbe relative au dôme ; car on pourrait Êtlre une chaîne dont 
les anneaux allassent en croissant de part et d'autre du point le plus 
bas, et qui étant suspendue , prendrait la courbure du dôme ren- 
versé. Je donnerai, dans le chapitre suivant, la poussée de ce dôme/ 
Remarquons que c'est une erreur dangereuse des praticiens peu 
instruits , d'employer pour les dômes la chaînette ordinaire qui est si 
dilSerente de la chaînette croissante. 

J'ai calculé une Table qu'on voit ci-après, au moyen de laquelle 
on peut déterminer tout ce qui est nécessaire pour l'épure du dômd : 
elle fait connaître SP = x, PM=j^ , SM =^, la surfetce courbe 
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Table est calculée pour lescas de c* = o,©oo4 : on cherchera dans 
la Table les valeurs de a: et ^ qui ont le même rapport que a et b 
(vojrez n°» i5, i^p Sa) : on multipliera tous les nombres delà Table 

par - ou -, et Ton aura le c' qui convient au dôme propose , en 
multipliant le c' de la Table 0,0004 par -^ ou -i- 

Quand on aura construit la courbe , on lui mènera en dedans et 
en dehors deux courbes parallèles chacune à la distance ^ k : ces 
deux courbes formeront l'intrados cft Textrados générateurs du dôme 
dont l'épaisseur uniforme sera k : il est aisé de se convaincre que 
les voussoirs seront mutuellement en équilibre. En effet, si Ton 
imagine la courbe intermédiaire divisée en petits arcs égaux k ds y 
les voussoirs ou plutôt leur section dans lé plan vertical de la courbe, 
seront aussi égaux : la force qui agit sur chaque point de la courbe 
d'intrados sera donc aussi constante , et Ton aura toujours Q 
constant , comme nous Tâtons supposé dans la recherche de la 
courbe. 



g6 THÉORIE 

Table des rapports entre Varc SM=Sj Vahscisse SPsst , -Cordonnet 
PM=^y , la sous~noiynale PR^z^ et la surface eTtgendrée ^ s' 
dans la chaînette croissante , dans laquelle c' ^ OjOOo4- 
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«TTRE IV. 

DE L'ÉQUILIBRE ENTRE LES DÔMES A BASE CIRCULau 
ET LES TAMBOURS QUI LES SUPPORTENT. 



SECTION PREMIÈRE. 

Equation d^ équilibre entre le Dôme et le Tambour^ 

47. Des Dômes équilibrés. louT ce que nous arons dit dans i^ 
chapitre II ^ sur la poussée des berceaux y est applicable aux dôxaes; 
les principes sont les mêmes; il n*y a de différence que dans la 
figure des corps qui se font équilibre. 

Dans les berceaux^ si Ton imagipie des plans, ^verticaux perpen-- 
diculaires à Taxe du berceau^ et parallèles entre eux^ on a des 
tranches verticales d^épaissenr constante } c'est pourquoi Ton petit 
se contenter de considérer Tune quelconque de ces sections. Dans 
le éàme ^ au contraire ^ les plans verticaux qui passent par la montée^ 
partagent la voûte en secteurs ou onglets, et le tambour 9 qui est 
un cylindre creux ^ en prismes , qui ont pour base le petit espace 
mixtiligne ABB'A' (fig. 33) : chacun de ces prismes supporte un 
secteur de dôme , et doit résister à la poussée de ce secteur, hffi 
dôme et le tambour seront en équilibré , si un secteur quelconque 
et le prisme correspondant se font éqtdlibre. On pourra même 
imaginer une section verticale qui passe par le miliect du secteur 
et du prisnie , et suppos(^r que tout leur poids jesl concentré dann 
cette section : par ce moyen, on peut calculer dans cette section 
les actions réciproques du secteur et du prisme ^ comme s'il s'^s* 
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sait d'un berceau , avec cette différence que dans les berceaux les 
tranches verticales sont proportionnelles aux aires, au lieu que dani 
les dômes, les poids du secteur et du prisme correspondaM^ne 
peuvent pas être repre'sentés par l'jûrgç^^^" "' '" * 

mais seulement f^U^^ '^jj;^ ^^^^^^ l'ëqualion d'équiUbre de 
rufifiob'y employer^ comme pour les berceaax, deux hypothèses , 
celle du coin avec ou sans frottement ^ et celle des arcs4)0utans. 
Dans la première^ il faudra considérer deux portions de secteur op- 
posées ^ comme formant un coin ^ le reste dû secteur étant sup- 
posé adhérent au tambour. On cherchera quel est le coin qui donne 
le maximum de la poussée F ; regardant ensuitç F comme constant , 
il faudra trouver le maximum de Z ^ par l'équation d'équilibre. Dans 
la seconde hypothèse on suivra la même marche y maïs le frotte- 
ment n'entrera pour rien dans la recherche de la plus grande 
poussée. 

Dans cet article je ne m'occuperai que des dômes équilibrés ; 
parce que le calcul est plus simple et plus rigoureux: je ferai usage 
de rhypothése du coin sans frottement. 

F 

Nous avons vu dans le n"* ^2 , équation (35) ^ que le Violume d*un 

secteur^ n étant leur nombre j était -—^ — • Divisant cette exprès* 

dx ""T . « « 

iion par tang «^ ou par ^ ^ on a ^ pour la poussée F d une portion 

quelconque de secteur , F = -^^ ; c'est-à-dire que cette poussée 

est constante et la même ^quelle que soit la grandeur du coin,* 
propriété remarquable et commune aux berceaux et aux dômes. 

Cherchons maintenant le volume d'un prisme qui supporte le 
secteur. 

Soit (fig. S3) le plan de la base du tambour ^ OA = iy AB=:Z, 
H = hauteur du tambour 9^*= sa densité^ on trouvera que le poids 
du tambour est^HZ (Z + 2b) ; celui du prisme ayant pour base 

le petit espace ÂEB'A\ sera ^/ZH (Z + 2b). La dislance BG du 

SA -♦- Z 

centre de gravité du petit trapèze ABB'A', est BC = 5 Z jj^Tz' 
ainsi la figure 9 étant la section verticale du dôme et du tambour^ 
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le nioment du prisme élémentaire ci-dessus autour du poiut c de 

rotation^ sera ^^^j^ — (5i + Z). 

D'après cela , et conservant toujours la notation convenue , on 
verra âicilement que les équations d'équilibre de rotation et du 

non-glissement du tambour^ sont, en observant que le facteur — 
disparait, 

3c(H+ A') = 2c (Z - D') tang« + i/HZ*(3A+Z)| ,5g. 
ac < ^ (ac tang et +/HZ (2J + Z)) J'" ^ 

Il faut se rappeler que dans ces équations on a (fig. 9) 

D'=AR'=:ACsinflt, k'=€Kz=:Aecoset, A^=K, Aff=§K||±^. 

Ces valeurs sont rigoureuses , mais dans la pratique on peut ^re 
Aff=iK. 

U faut se rappeler encore que c et K doivent être déterminés 
comme nous l'avons vu n* 4'* 

On peut, pour la facilité des architectes non géomètres, traduire 
ainsi les formules (36). 

Il y aura équilibre de rotation, si le poids du dôme, multiplié par 
la hauteur du tambour et par<:ot« (et étant l'angle du joint des 
naissances avec la verticale ) y est égal au poids du dôme multiplié 
par l'épaisseur du tambour, diminuée du demi^-joint des naissances, 
plus au poids du tambour multiplié par sa demi-épaisseur. 

Il n'y aura pas glissement des pieds-droits sur leur base, si le 
poids du dôme multiplié par cotée, est plus petit que la fraction qui 
exprime le frottement, multipliée par la somme des poids du dôme 
et des pieds'droits. 

Tout ce qui précède suppose que le cylindre creux ou tambour, 
est divisé en parties égales ou prismes par les plans verticaux qui 
partagent le dôme en secteurs : jon sent bien que si le tambour était 
composé de pierres entrelacées et liées ensemble, soit par des barres 
de fer, soit par des saillies en fomfe de chevilles, soit par tout autre 
moyen , il n'y aurait plus lieu à aucun renversement. Si les assises 
du dôme étaient assemblées de la même manière, il n'existerait 
plus de poussée : il est étonnant que ce genre de construction ne 
soit pas généralement usité. 
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Pression. Quand on néglige le frottement^ Fexpression de li 

pression est -, — . On peut entendre par M le poids soit d'une por-' 

lion de secteur^ soit de la calotte entière du dôme^ parce que la 
aur£3Lce qui éprouve cette pression^ augmente en même rapport que 
le nombre des secteurs. La pression peut encore être exprimée par 

— ^ — : on voit par la qu'elle augmente continuellement depuis la 

clef où elle est 2mc^ c'est-à-dire égale à la poussée horizontale. 

9 

48. Formules pour toutes espèces de Dômes dans les différentes 
hjpothèses. 

J'ai déjà dit que la théorie de la poussée des dAmes était la même 
que celle des berceaux. Ainsi^^en conservant toujours la notation 
du n^ ^26^ et observant qu'ici M, N, S^ au lieu d'être des aires, 
sont des volumes d'onglets y ou même des volumes de calotte , parce 
que la calotte esl au tambour comme un secteur est au prisme 
vertical qui le supporte ; on verra que dans toutes les hypothèses , 
les équations d'équilibre de rotation et du non-glissement du tam- 
bour, sont les suivantes : 

Ces équations sont les analogues dés équations (aa) trouvées pour 
les berceaux : tout se réduit à y substituer , pour avoir Z , les 
valeurs de F et a qoi conviennent à l'hypothèse qu'on veut em- 
ployer. Je vais les parcourir. 

V. Dans rhypothèse du coin sans frottement, correspondante à 
celle de la Hyre ,^ on suppose que le joint de rupture est à l'inter- 
section de l'intrados par la diagonale du rectangle construit sur la 
montée et le rayon de la base; ainsi on a F=McotA, N=S — M. 
Les autres quantités qui entrent d|ins les équations (Sy) se déduisent 
toutes des précédentes et de la figure de la voûte : il ne me reste 
plus que des substitutions à faire pour avoir Z. 

a*. Si on considère la voûte entière comme un seul cône ou 
coin sans frottement , il faudra faire N = ô, M=S,7=* + D'f 
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D =^ 7 ^ h=;h\ Cette hypothèse ne sera pas praticable lorsque la 
tangente de Fintrados est verticale aux naissances. 

3*. Si on considère deux secteurs entiers et opposés y comme but<- 
tant l'un contre Tantre à Textrados de la clef^ et s'appuyant contre 
le tambour^ au point A y par Faréte de l'intrados; il faudra faire 

dans les formules (5;), A=o, N=:o, M=S, 7=*, ^=8^^^: 

alors D sera la distance de la montée à la verticale passant par 
le centre dlnertie du secteur entier. Cette hypothèse approchera 
plus de la vérité dans les dômes surbaissés que dans ceux qui sont 
surhaussés ; dans ces derniers elle pourra être absurde , et donner 
F = o ou F négatif^ quand D > & ; ce qui arrivera , si l'épaisseur 
de la voûte est considérable et augmente depuis Fa clef. 

4"*. Si on regarde chaque secteur comme étant d'une seule pièce ^ 
et qu'on prenne pour valeur de F , la force horizontale qu'il faudrait 
employer au milieu de la clef ^ pour soutenir le secteur en équilibre 
autour du point S, milieu du joint des naissances y il faudra faire 

dans les formules^ Fa=S ^~i^_v N=:o, M=S, y=2i + D% 

hzzzK i D sera la distance de la montée au centre d'inertie du sec- 
teur entier. Cette hypothèse ne s'écartera jamais de la vérité^ si 
l'extrados n'est pas très-*aplati. » 

5*. Dans l'hypothèse plus rigoureuse du coin avec frottement, 
on aura {vojr. n* a6) F = Mcot(9 + a); il faudra chercher la va- 
leur de^flt, qui rend F im maximum y en faisant rfF = o. Regardant . 
ensuite F comme constant, et considérant le secteur comme com- 
posé de deux portions dont l'une est adhérente au tambour, il 
Êiudra chercher le point où il faut appliquer F pour rendre Z un 
maximum; c'est-à-dire qu'il faudra chercher la valeur de ot, qui rend 
AF + M7<-{-MD un maximum; ce qui peut se trouver- soit par le 
tâtonnement , soit directement par l'équation Vdh /-f- d(M^) + 
d (ND) = o. Ayadt trouvé a , on substituera sa valeur , ainsi que 
eelle de F précédemment trouvée , dans l'équation (57) qui fera 
connaître Z, puisqu'elle est censée ne renfermer que F, H,^, a 
et Z. 

6*. Dans l'hypothèse des deux arcs-^boutans indéterminés, on 

aura F = ,^i (vojr. n* aj). On cherchera d'abord le maximum 
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de F y en faisant dF sszo; puis le maximwn de Z ^ comme dans 
rhypothèse précédente. On choisira ensuite le plus grand des deux 
maximums de Z fournis par les deux dernières hypothèses. 

7''. On peut encore adopter une autre hypothèse qui participe 
des précédentes. Après avoir trouvé le maximum de F dans l'hypo- 
thèse du coin avec ou sans frottement, on peut, au lieu c(e cher- 
cher encore le maximum de Z , substituer tout de suite U valeur 
trouvée pour a et F dans l'équation (37) : cela revient à supposer 
que le coin de plus grande poussée est aussi celui qui a le plus 
grand moment relatif pour renverser le pied-droit ; quoique cela ne 
^oit pas vrai , il en résulte une valeur assez approchée pour Z. 

Pression. Quant à la pression qui a lieu eutre deux voussoirs 
quelconques d'un secteur, elle est la même que celle qu'exerce la 
calotte entière sur la zone conique qui la supporte. Tout ce que 
nous avons dit dans le n"* 316, s'applique ici : il suffit de regarder 
M comme le volume de la calotte, et F comme le maximum de 
poussée exercé par le dôme dans tout son pourtour* 

La distinction que nous avons faite entre les berceaux de la pre-* 
mière espèce et ceux de la seconde^ n'a pas pas lieu pour les dômes 
engendrés par l'intrados et l'extrados qui auraient formé un ber« 
ceau de Tune ou l'autre espèce. Je vais prouver que la poussée 
qui, abstraction £ûte du firotteibent, a pour expression M cot«, est 
toujours nulle àja clef, à moins que )e rayon de courbure n'y soit 
infini: en effet, l'expression du voussoir élémentaire de la clef, 
qui a la forme d'un petit cône tronqué 'dont Iç rayon de la petite 

base est ife= 21L_ ( 5/^ + 5rA: -f* A:* ) , expression dao3 laquelle r 

«st le rayon de courbure à la clef; c'est la valeur de M à la clef. On 
a aussi en ce point 

M 

quantité qui renfermant encore dsy fait voir que - — jou la pous^ 

sée exçrcée par le petit voussoir de la clef d'un dôme , est infi-* 
niment petite, à moins que r ne soit infini, auquel. cas elle de- 
vient f , et peut être finie : cela n'empêche pas que la pression ne 

soit 
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soit toujours égale à la poussée horizontale qui a lieu aux nais- 
sances y laquelle est alors l'effet non de la clef, mais de la réaction 
dés voussoirs inférieurs. 

49* yolume et centre ^inertie Jtun onglet. 

L'application des formules du n"* précédent exige la détermina- 
tion préalable de M, N, D, /. U est impossible de donner des 
fonpules qui dispensent de toute intégration y puisque les quantités 
ci-dessus dépendent de la figure de la voûte ; mais on peut du moins . 
tracer la marche du calcul; c'est ce que je vais faire. M. Bossut y pour 
plus de commodité^ substitue à l'onglet N^ un prisme ayant même 
base et même hauteur. Outre que ce prisme est plus grand que 
l'onglet^ leurs centres d'inertie sont placés bien différemment a 
l'égard de la montée : Terreur qui résulte de cette feusse suppo- 
sition est trop considérable pour être négligée y même dans la pra- 
tique {^vfyfez Dynamique citée n'* 34> page 4i^)- 

Il s'agit de trouver le volumeTME engendré par l'aire SSTE (fig. 58); 
et celui N produit par la révolution de l'aire EF^A ; quoique la chose 
soit toujours possible y cepiendant pour simplifier un peu les calculs y 
j'imagine par le milieu R de EF, l'horizontale p^/f^ y et je substitue 
aux aires SSTE^ YSaKy les aires SS^pqy çpaA, qui sont très-sen- 
siblement égales aux deux premières. Si l'on imagine deux sections 
horizontales infiniment proches y l'expression du volume de la tranche 
élémentaire du dôme y distraction faite de la partie vide y en conser- 
vant la notation convenue, sera mf^dod — nyr^dx. Donc mff^doi! 
— mjy^dx sera le volume de la calotte M , en prenant Tintégrale 
depuis la clef jusqu'à l'horizontale Q/? qui est donnée de position : 
la^même intégrale,, prise jusqu'à la ligne des naissances, sera 
la valeur de S. La différence des deux intégrales donnera N. Il faut 
trouver ensuite la position du centre I de gravité du secteur infini- 
ment petit, dont SS'pq est la section verticale moyenne, et du 
centre G de gravité de l'onglet correspondant à l'aire qpaA. : ima- 
ginons deux sections horizontales infiniment proches ; chaque or- 
donnée, telle que/7Q , décrit un petit secteur de cercle/?Q/;'(fig. 58 *). 
Soit /t , le nombre infiniment grand des secteurs p()p\ compris dans 
le cercle entier dont pQ est le rayon; on aura, pour le volume du 
petit prisme dont pqq'p' est la base et dx l'épaisseur, l'expression 

i4 
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?/ :2_-. : la somme die ces petits prismes qui composent Ton- 

glet SS'/^y, sera -^ff^dx — ^jydx^ en prenant l'intégrale jus^'li 
l'ordonnée pQ^. 

Le moment du petit prisme y ayant pour base le secteur circu- 
laire pQp' à l'égard de ia montée passant par Q^ est ^y^daf .W^ 

ou -w-y^dx' ; le moment dn secteur vide yQy' est -^ydx : donc 

le moment de la petite tranche p^^'p'^ est ^f^docf — —ydxy et 

leur somme -^ff^dx' — ■ g Jjr^dx. Divisant cette somme des mo- 
mens par la sonmie des Tolumes de ces mêmes prismes trouvée 
plus haut , on aura //.j^^^XL ' ^ ^^"^ quantité sera la distance 

QL y si l'intégrale est prise jusques i la ligne Q/? : ce Mtra an con- 
traire la valeur de OL' ( distance do ht montée au centre de giravité 
du secteur total) y si l'intégrale est prise jusqu'à la Ugne OA. 

On verra aussi qu'on aura OL'^ en divisant la somme des momens 
des petits prismes compris dans Fonglet qpoA y par U v^nme de cet 
onglet : on a 

qpak = SS'tf A— S&>^ = OS'tf — OSA— OS> +QSf . 

Les secteurs dont ces aires sont les sections y fournissent une équa- 
tion analogue. Maintenant^ pour éviter k multitude des mots^ dé- 
signons par le signe/" une intégrale prise jusqu'à la Kgne OA, et 
par /l'intégrale prise jusqu'à ht ligne Q/? seulement, on verra, avec 
un peu d'attention , qu'on a les expressions suivantes : 



QL 



OL' 
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dôme ayant pour demi-conpe verticale 

SS'aA = S ^mf/'dx'-^ nfydx , 
calotte ayant pour demi-conpe SSt'pq , ou 

Tolome engendré par qpaX , ou 

SECTION II. 

AppUcaiions. 

5o. Dôme ^épaisseur uniforme. H s'agit dans cet article da n"* 4^^ 
dont nous avons vu que Fintrados générateur était y pour les dômes y 
ce que la chaînette est pour les îerceaux ; tout se réduit donc à 
appÛquer convenablement les formules (56) du n* 47* ^^ première 
chose à iaire^ est de chercher la valeur de G et tang cl y qui entrent 
dans réquation (36). Or^ en retournant aux n^ 4^ ^^ 47> ^^ recon-* 
naîtra que la quantité c de Téquation (36) est la même chose que 

la quantité A du n"" 4^ •* on aura donc ^ ^ en déterminant c'y comme 

nous Tavons vu n* 4^ , par la condition qu'on ait jc srs otO (fig. $7), 
ou a?= a + 3 A =3 £^, quand^ =OR' = A + D' s= *'. On verra de 

même que tang a = t- vaut ici \ ^^^^-^^^^ -^ : on a ainsi tout 

ce qui entre dans les formules (36) y et il sera aisé d'en conclure Z. 

5i« D6mes en eml^-de-faur. Oa appelle cul^-de-foiu* ^ un d6me 
engendré pa^ la révolution ^ une demi-ellipse autour de son demi- 
axe vertical y ou plutôt par la révolution de deux courbes menées 
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parallèlement en dehors et en dedans de Tellipse. Le cul-de-four 
est dit surhaussé ou surbaissé , suivant que la montée est plus 
grande ou plus petite que le rayon de la base : on voit que ces dômes 
sont de Tespèce de ceux que f ai appelés non-équilibrés , et qui ne 
subsistent que par la liaison du ciment. 

Je ferai usage dans cet article ^ des formules du n* 48, en suivant 
ce qui a été dit dans le 4\ de ce n\ En appelant s la surface engendrée 
par la révolution de Fellipse aS (fig. 24), le volume du dôme sera 
très-sensiblement h ; ainsi on aura S = ks. Faisant de plus , pour 
abréger, A-|-| *=*% a+\k=:a', et faisant attention queiy=iit, 
les formules (57) deviennent 

ks^^^<^lks+/mCai + Zy]. 

Il ne reste plus , pour pouvoir faire usage de ces formules, qu'à 
déterminer s et D. comme ce calcid est assez long^ j*ai calculé 
deux tables qui en dispensent. 

La première fini connaître D = OG', relativement aux différentes 
grandeurs de la montée Oa = a, dans la supposition du demi-arc 
horizontal Of =&'= i. La seconde fait connaître la valeur cor- 
respondante de s. 

En faisant attention que les surfaces semblables sont entre elles 
comme les quarrés des dimensions homologues , on aura la valeur 
de s qui convient au dôme proposé , en multipliant le signe S de 
la table par £*. On verra aussi que pour avoir le D de la formule , 
il faut multiplier le D de la table par b\ 

Supposons^ pour faire une application, OA=:bz=z20 , OS=â:=: 14^ 
SS'=*=3 , d'où û'=i5, A' = 21 ; il feut chercher dans la table 
le point où la montée est les ^ ou les 0,7145^°** du rayon de la 
base , pour avoir les valeurs correspondantes de D et 5 , en prenant 
des parties prc^ortîonnelles : on trouvera ^=5,1:182 , 0=0^7621. 
Multipliant cette valeur de D par i' ou ai , et celle de s par *'• ou 

2 1 , on aura pour celles qu'il fout substituer dans les formules ci- 
dessus, D= 16,00, s ^s 2261 ^4. Le reste du calcul n'a plias rien 
d'embarrassant. 
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Observons que pour avoir les valeurs plus exactes de D et ^^ 

il faudrait employer la méthode d'interpolation y en prenant les 

différences premières et secondes d'es termes des tables'^ voisins 

de ceux entre lesquels on veut intercaler. 



Table de la distance de la montée à la verticale passant par 

de grauité d'un secteur d'ellipsoïde. 



le centre 



















0« 


D oudiftance 


o« 


Don distance 


Oot 


Doudiitance 


0« 


D ou distance 


oa 


da centre 


on 


du centre 


on 


dn centre 


on 


du centre 


ihontéc. 


de gravité. 


montée. 


de fpravité. 


montée. 


de graTÎtë. 


montée. 


de giarité. 


0,1 


0,6746 


0,8 


0,770a 


1,5 


0,8091 


a, a 


0,8353 


o,a 


0,630a 


0,9 


0,7784 


1,6 


o,8ia3 


a,3 


0,8268 


0,3 


0,7070 


i,o 


0,7854 


1,7 


o,8i5i 


a,4 


o,8a8i 


0,4 


0,7239 


1>1 


0,7915 


1,8 


0,8176 


a,5 


0,8293 


0,5 


0,73721 


l*a 


0,7968 

* 


1,9 


0,8198 






0,6 


0,7498 


1,3 


o,8oi5 


a,o 


o,8ai8 




f 


0,7 


0,7608 


1,4 


o,8o55 


a,i 


o,8a37 







Si Ton voulait avoir la capacité recouverte par le dôme ^ on re- 
marquerait qu'elle est les deux tiers du cylindre dont le diamètre 
est 2b et la hauteur a : elle est donc | /mii*. 
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Table des surfaces des différentes ellipsoïdes. 
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S 


0« 


S 


o« 
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S 


oa 
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w» 
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oa 


oiiaîre 


on 


ou Mue 


montée. 


du dôme. 


oMMée. 


dvdftme. 


montée. 


dudtac. 


momée. 


da dôme. 


o,i 


3,a36i 


0,8 


5,4644 


1,5 


8.459a 


»,* 


ii,66i)o 


o,a 


3,4556 


0.9 


5,8687 


i,C 


8,9088 


a.5 


ia,i3€4 


0,3 


3,6970 


1,0 


6,ft839 


».7 


9,36a3 


a,4 


is^6o53 


0,4 


4><»o9 


ï,l 


6^7o6a 


1.8 


9,8186 


■.5 


13,076a 


0,5 


4,5359 


>,a 


7,i36o 


1,9 10,8774/ 


_ 




0,6 


^ 4.8948 


1,3 


7,57»a 


a,o 


10,7393 






1 0*7 


5,0721 


t,4 


8,oi34 


a,» 


ii,ao3a 







Observons encore que pour avoir Z dans la formule ci-dessus i 
il ne sera pas nécessaire de résoudre une équation du troisième 

degré; on négligera Z dans le facteur (5^ «l* ^) > ^^ ^'^^ ^^^^ ^^^ 
première approximation ^ en résolvant l'équation du second degré : 
on mettra la valeur numérique trouvée pour Z dans le même ac- 
teur seulement ^ et Ton résoudra de nouveau Téquation du second 
degré ^ ce qui donnera une seconde videur de Z plus approchée ; on 
pourrait continuer ainsi : 



52. Dôme hémisphérique. Le dAme hémisphérique n'étant qu'un 
cas particulier des dômes en cul-de-four y il suffit de £dre d -zznV 
dans les calculs du n^ précédent^ et D:s 0^7854 &'• Remarquons 
encore qu'ici on a S^ d'une manière directe et plus rigoureuse 
qu'en multipliant la surface moyenne par l'épaisseur : en effet y il 
sera aisé de voir qu'on a le volume" du dôme y en retranchant la 
demi-sphère vide de la demi-sphère totale^ ce qui donne 

Faisant ces substitutions dans les formules du n"" précédent^ on a les 
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suivantes pour le dôme hémisphéricpey 

Je vais cberdber actuenement rëquatîon fTëqnîlîbre de rotation 
dans l'hypothèse du coin sans frottement^ c'est-à-dire^ en concevant 
qu'une calotte dont l'angle générateur est a^ repose sur la surface 
conique du reste du dôme, et fait effort pour l'écarter, 

La figure 5g représente une section verticale du dôme et du 
• tambour ; aÇ est le profil d'une sphère intermédiaire passant par 
les centres de gravité de tous les voussoirs. Ces voussoirs sont de 
petites pyramides tronquées inégales, mais qu'on peut supposer 
égales, quand il s'agit de trouver leurs centres comnsuns de gra-* 
vite. La valeur de Oct sera sensiblement Oflc = A + iAs A' : si on 
veut l'avoir rigoureusement, il faut chercher le centre de gravité 
d'une pyramide tronquée infiniment petite, dont la hauteur est A*, 
et l'on trouvera 

^ _ 3 B^~ y _ 5 B3 + B'fe 4- B&> + y 

Uct — r — ^ g5--^_.^ jp___g- . 

La première chose à faire«est de chercher la distance OG^=D 
de la montée au centre G d'inertie de Fonglet qui a pour profil 
EF^A ; ce centre sera le même que celui de la portion de sphère 
intermédiaire dont nous avons parlé. Soit (fig. Sg ^) aCC le triangle 
sphérique déterminé dans la sphère intermédiaire par les deux plans 
verticaux qui comprennent l'onglet, il s'agira de trouver*le centre G 
de gravité de la portion RR'^^ de ce triangle sphérique. 

Je fais pour simplifier Oa = & -{" ^ ^^ B : soit aussi €M= s. Cela, 
posé , on aura (fig. Sg) 

secteur sphérique , ou vohiine engeallré par SOE =c:| mb^t "^co»«) ; 
secteur sphérique, ou volume engendré pairS>OFs3r|mB^(i— i-cos^); 
calotte ou vokune engendré par SSTEssf m(i~<osA}(B^-^)=]l[; 

hémisphère vide, oi» volume engendré pav OSA :s=ifmb^; 

hémisphère total , ou volume engendré par OS'a ss= | /tiB' ; 

dôme entier = | /w (B' — b^) : 

volume engendré par EF^A =: | m(B' — i^J cos a = N ; 
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Zone engendrée parFarc MmssTmjrds. Donc n ëtant le nombre ineni- 
ment grand des secteurs, on aura aire M»iin'M'= S2S:±. g^n moment 
à l'e'gard de l'axe = "'"^ ; somme de ces momens s= ^ j(^*<f:s ; 
quantité qui, étant intégrée depuis € jusqu'à R, est 

î^(sin«cos«.r + *), ou ^^siaAcoscL + lmÇi-^^Y], 

(en observant que 5 = i""-(9°*— 'A. 

Si on divise cette somme des momens par la surface RR'f €', 
qu'on verra être 22!!^ ou 22Î^^ on trouvera pour la distance 

cherchée à l'axe du centre d'inertie de l'aire courbe RR'6'C, ou 
de l'onglet engendré par EFaA, l'expression 



f 



OG' = D = irlsin«H-im §2: 

\ * C08* 

On verra au^si qu'on a RR'ffsrcosat, OR' = rsîn«. 

De toutes ces données^ on conclut aisément la formule suivante 
pour l'équilibre de rotation 

M(H+rcof«)cot«:=M(*+Z— sin*) + N(A+Z— D)+^in/HZ»(36+Z). . .(i). 
Si l'on fait etsï4^^^ on aura 

D = o^goSgr^ sin a = cos a = --^ =s 0^707 1 ; 

y a 

c'est rh3rpothèse en usage ; mais ma formule dispense de chercher 
le centre de gravité de l'onglet^ ce qui est assez pénible. 

Si l'on veut, conformément* à ce qui a été dit dans le 7*. du 
n!" 4^y prendre pour la poussée grand F , celle du coin qui exerce 
la plus grande 9 on aura, dans l'hypothèse du coin sans frottement,' 
F = M cot ùL. En jetant les yeux sur l'expression rapportée ci- 
dessus, on verra que la quantité qui doit être un maximum, est 



•» 



ici cot * ( i — cos a) , ou cot a — ^^. Diflférentiant et divisant 

par 



DE L'ÉQUILIBRE DES VOUTES. 1 13 

par dA, on a ^ réduction faite , cos a — ^ cos et + i s= o ^ équation 

dont les trois racines sont cos a = i ^ cos a = | (— * i zh V^)« La 
première^ ainsi que celles données par dx:=zo et cos oc = 0, in- 
diquent un minimum : celle qui donne le maximum cherché y est 

cos a = i^ (— I 4- y/S) = 0,618 , d'où et =: 5x* 5o' : c'est là l'angle 
qui donne le coin de plus grande poussée. 

Cette valeur de «, étant substituée dans Féquation (b) , donnera 
une yaleur de Z plus approchée, mais qui ne sera pas son vrai 
maximum , puisqu'il faudrait encore chercher le point d'application 
le plus favorable pour la poussée F j regardée comme constante. 

La formule (2) peut être traduite de la manière suivante pour les 
praticiens. 

Il y aura équilibre de rotation, si le poids du dôme , multiplié par 
la hauteur du tambour et par le nombre o^ai46> est égal au poids 
du dôme multiplié par l'épaisseur du tambour diminuée de la demi- 
épaisseur du dôme, plus au poids du tambour multiplié par sa 
demi-épaisseur. 

Il n'y aura pas glissement du tambour , si le produit du poids du 
dôme par le nombre o, ri 146, est plus petit que le frottement mul-- 
tiplié par la somme des poids du dôme et du tambour. 



53. Dôme du Panthéon français. Ce dôme (fig. 38) est engendré 
par la révolution de deux paraboles, dont Tune forme la surÊice 
d'intrados, et l'autre celle d'extrados. En faisant OS^^A, OSt=a, 
O^ = B , AO = 6 , la parabole d'extrados aura pour équation 

y* = -jp, et celle d'intrados,^ =?- a:; d'où Ton tire (conformer 
ment au n* 2g) 

yd^^i^:^, yj^=,'.à^, r<J«=2^; 

J'intègre ces équations, et ajrant Qp z=:B\QqxssV; je mets dans 
les intégrales successivement B et B^ pour j/, ainsi que b et V 
pour/. Par là, j'ai les deux espèces d'intégrales /",/ diss formules 

i5 



«f4 THÉORIE 

38 da nt49> <rû devi«iment 

S si: i mAB* — ^mab*. 



-- , mA'B* ma'b* 



N = «(iAB--i«i--yî + ^), 






A'B» a'i* 






0L' = 



8(AB»-^-i^ + fî^) 



.5(aB.-«.3^A^ + ÎÎ^) 



Les dimensions du dôme sont 5;= S2 pieds^ B=:S5^ a:=î5 y/S^ 
s 554^5, A = 56,9a5, AD = H == 44. 

Pour avoir ^ diaprés la règle usitée^ la position E du joint de rup- 
ture EF , on imagine un rectangle dont OA et OS sont ^eux côtés ; 
la diagonale menée par le point O , détermine le point E sur Tin- 
trados : on trouve ici que EP = i9>84. Le joint EF étant perpendi- 
culaire à l'intrados 9 la position de la ligne ;)Q est déterminée^ et 
i'oii trouve /?Q c= B' s= 2 1 ,5i , *t yQ a= i' «te 19,^ , S'P £= a5,8i , 
OQ5È:54,i55=a*, AR'3ï=ys»ii>aa4. 

On à de plus cot et = ^ =;= ^ } d'où , pour le joint EF , cot x 

s=o^4^o6> Bt pour le joint Aa, cot et = 0,3687. 

Si^ conformément au x*. du n"" 48, on adopte l'hypothèse usitée du 
coin déterminée par la diagonale menée du point O^ on trouvera 

Si, conformément au 2*. du n* ^S, on considère le dôme entier 
comme un seul coin , on trouve Z = 5,9. 

Si, conformément au 5"*. du n* 48 > on considère deux secteurs 
entiers Imitant à l'extrados de la def et à Tintrados des naissances , 
\ftn trouve Z s= 3,9(5. - 

Si i/ù pfeùd potil' atc»4)OUtaJtis à la clef k portion de secteur 
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SSTt!^ en regardant le reste du secteur comme adhérent au tam- 
bour, on Jtrouve une quantité négative poi^r 7^yC% q[i4 sigpiifie que 
l'arc-boutaut œ saurait renverser le reste du secteur à cause de 
son adhérence^ si petite que soit Tépaiss^ur %. Cette Hypothèse de-^ 
vient absurde dans ie dôme proposé. 

Si, conformonent au4*« ^^ même n^, on considère le secteur 
entier comme un arc-boutant pouvant tourner autour du point ^ , 
milieu du joint des naissances , on trouve Z =;: 4v><>4 9 résistât plus 
probable. 

M. Bqssut a trouvé , da^s la première hypothèse y 3,2$ au lieu 
de z,3 : voici les causes de c^tte différence. Premièrement, nous 
avons vu qu'il a substitué au secteur EFaA, un autre secteur très- 
différent en volume et paj: la position de son centre d'inertie ; secon« 
demettt , il s'est trompé dVu tiers dans le volume d/e la calotte ; car 
il retranche le paraboloïde vide d'un paraboloïde extérieur, qui ne 
repose pas sur la même section horizontale : troisièmement, il a fait 
entrer dans le calcul , la lanterne ou cylindre cireux qui entoure la 
partie supérieure du dôme, ainsi que Fattique ou espèce de tour 
annulaire qui repose sur le tambour. Je n'ai pas tenu compte de 
cette lanterne et de cet atltque, parce qu'il aurait fallu connaître 
leurs dimensions et leur position : au reste il est toujours aisé d'y 
avoir égard. L'un de ces corps s'ajoute k la calotte , et l'autre au 
tambour ^ ce sont deux forces dont les momens se calculent comme 
nous l'avons fait pour le dôme et pour le tambour. 

Observons, «n finissant cet article^ que si l'architecte du Pan- 
théon eut été géomètre, au lieu de faire décroître l'épaisseur du 
dôme ^puis les naissances , â eût fait le contraire ; car nous avons 
vu dans le chapitre pi^écédent , que lorsque l'intrados e&t parabo- 
lique, l'épaisseur doit augmenter depuis les naissances, et le dôme 
sç terminer en flèche. 

SECTION III. 

Du Tambour d'^ale résistance et du minimum des matériaux. 

I ■ 

54* Tambour d'égale résistance. 

Le problème dont il s'agit ici est l'analogue de celui du n' 38. 
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On demande la figure qu'il faut donner au tambour pour qu'il ré»' 
siste également dans tous ses points au renversement^ en supposant 
qu'il puisse se rompre par assises horizontales ^ et que la partie vide 
du tambour soit cylindrique. 

Imaginons par le pôle du dôme une infinité de plans yerticaux : 
ces plans partageront le dôme en un nombre n infiniment grand 
de secteurs ; ils partageront aussi le tambour en un nombre d'on^ 
glets qui étaient des prismes^ quand le tambour était un cylindre 
creux. 

Soit (fig. 3^) une de. ces sections verticales qui, par sa révolution 
autour de la montée, engendre le dôme et le tambour. En ima- 
ginant une section horizontale , elle sera représentée par la figure 35 , 
et le petit . trapèze ABB'A' sera la section de J'onglet du tambour 
compris entre les deux plans verticaux élevés sur OB et OB'. 

Soit toujours F la poussée horizontale que le dôme entier exerce 
dans son pourtour , — sera la poussée appliquée en E contre Ton- 

S 
glet du tambour ; — sera le poids du secteur du dôme qui presse 

en E l'onglet : deux autres forces concourent avec la dernière pour 
a'opposer au renversement autour du point N, de la portion d'on- 
glet engendrée par Taire AENQ : ces deux forces sont les poids de 
cette même partie d'onglet , et la force d'adhérence g , qui unît 
cette partie supérieure de l'onglet à la partie qui est en-dessous de 
la section horizontale NQ. Il &ut, pour l'équilibre du système, 
que le moment de la poussée , à l'égard du point extérieur N- d'une 
section horizontale quelconque , soit égal à la sonune des trois 
forces verticales dont nous venons de parler. 

En conservant la notation du n* 38 , on trouvera, xromme nous 

Tavons déjà dit au n* 4? > «re ABB'A' =: — j3 ( aA + z). 

En imaginant une autre sectiop horizontale passant à la distance 
dn de la première, le poids d'une tranche élémentaire d'onglet 

ayant pour base ABB'A', sern ^fz (2b -j- z) du. 

La dbtance AG (fig. 33) du point A au centre d'inertie de cette 
tranche, qui est un petit trapèze , sera AG = ^z ?aX" ' 
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La somme des momens de toutes ces tranches, à l'égard de 

i'àxe AD (6g. Sa) , sera/ABB'A'. ÂG, c'est-à-dire |^(5fe*+2a»)i«. 

Divisant cette somme des momens par la somme —ffétu (abz H~ 2*) 

des tranches ou volume de l'onglet engendré par AENQ , on aura 
pour la distance du centre de gravité G de cette portion d'onglet 

à I. ligne AD, QG'=^±i^. NG' = .-QG', 

Le moment de la portion d'onglet engendrée par AENQ > à l'égard 
du point N de rotation ^ sera 

^/du(2bz-^ Z') — ^/<fo (5fe* + 32'). 

g étant la force d'adhérence qui a lieu pour une aire =: i , la 
somme de ces forces , distribuées sur la section ABB'A^ de 

rupture, est g-. ABB'A', c'est-à-dire ^ (2bz + z*). La résultante de 
ces forces agit à la distance BG (fig. 55) = 53 ^^ T|^ : leur mo- 
ment, à l'égard du point N, est donc-^ (5te*-}-z'). 

Égalant le moment de la poussée du secteur du dôme , lequel 
est — , à la somme des momens des trois forces verticales trouvées 

ci-dessus, on a l'équation d'équilibre suivante, dans laquelle n ne 
se trouve plus : 

Je différencie deux fois de suite cette équation pour la débarras- 
ser du signe/*, en regardant dz comme constant ; j'ai , toute réduc- 
tion £dte. 

Pour intégrer cette^équatîon , il faut faire du:=ipdzy et il vient 
dp 4- Tjpdz + 7/dz = o , dans laquelle Z , Z' sont des fonctions 
de z, et qu'on pourra intégrer par les méthodes connues. On dé- 
terminera les deux constantes comme dans le n* 38. 
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Nons avons supposé que chaque onglet du tambour était dVne 
seule pièce ^ ensorte.que l'adhérence d'une molécule à l'autre est 
la même dans toute la hauteur. Mais presque toujours chaque on- 
glet est composé de plusieurs assises^ ou lits de pierres posées les 
unes sur lés autres ; alors l'adhérence est presque nulle d'un lit à 
l'autre : ftinsi on aura une solution plus conforme à la réalité^ en 
faisant g très-petit , ou même nul dans les calculs précédens. 

" La solution que M. Bossut a donnée de ce problème est erronée ; 
il s'est trompé dans la détermination de la dtstMice du oentre dé 
gravité de l'onglet à l'égard de la ligne AD^;^ fiant supposer a^ dans 
son expression au lieu de j*'. 

55. Minimum des matériaux* 

Les dômes sont encore susceptibles d'un perfectionnement ana- 
logue à celui que nous avons déterminé n* 39, pour les berceaux. 
On peut se proposer cette question : Connaissant la hauteur du 
tambour-^ le rayon du vide , la nature de l'intrados et celle de 
l'extrados , trouver quelles doivent être la montée du dôme et l'épais- 
paisseur du: tambour , pour que le tout étant en équilibre ^ la totalité 
des matériaux du dôme et du tambour soit un minimum. 

m 

On voit qu'ici la quantité qui doit être «on minimum est. • • * . r.TT 
S + ynfiïL (2b -4- Z) y dans laquelle il ne faudra faire varier que 
la montée a et l'épaisseur Z du tambour^ après y avoir nais, pour S, 
sa valeur en fonction de a^ b et k, donnée par la figure du dôme. 
L'éqnatimi>/5+:2infH^(i+Z) = o, devra être combinée avec 
. celle d'équilibre de rotation, pour en tirer les valeurs cherchées 
de a et Z. ' 
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CHAPITRE V. 

DES VOUTES IRRÉGULIÈIŒS , OU DONT LES JOINTS 
NE SONT PAS NORMAUX A L'INTRADOS. 



SECTION PREMIÈRE. 

Des Voûtes dont les joints concourent en un même poinU 

56. jLAiGirES de courbw*e des surfaces courbes. Conditions que 
doii^ent remplir les joints. 

Je rapporte ici quelques réflexions de M. Monge ^ sur la théorie 
des surfaces courbes^ parfaitement applicables à la théorie des 
voûtes : elles sont extraites d'un excellent Mémoire inséré dans le 
deuxième cahier du Journal de l'École polytechnique» 

ce Après avoir conçu , par un point quelconque d'une surface 
)> courbe^ une normale à cette sur£sice , si l'on veut passer au point 
» infiniment voisin par lequel la nouvelle normale soit dans le 
» même plan que la première , et la rencontre par conséquent en 
'» un point ^ on peut toujours le &ire dans deux directions : ces 
}) deux directions sont toujours à angle droit sur la surface^ et 
I) elles sont les seules qui donnent ce résultat^ si Ton en excepte 
1) le cas particulier de la sphère popr toute la surface ^ et quelques 
n points remarqiiables pour d'autres , tels que les sommets des sur- 
» faces de révolution. 

i) Les deux points dans lesquels chaque normale est rencontrée 
» par les deux normales infiniment voisines y sont les centres des 
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» deux courbures de la surface dans le point qae l'on considère ;. 
» les distances de ces deux points à celui de la surface^ sont les 
» rayons des deux courbures ; et les directions rectangulaires dans 
n lesquelles on passe de la normale aux deux normales consécu- 
i) tives qui la coupent^ sont les directions de ces courbures. 

» Si Ton conçoit que le point de la surface se meuve de manière 
» qu'à chaque instant des directions des deux courbures^ il suive 
D celle qui est dans un premier sens ^ et qu'il continue ainsi de 
}) se mouvoir autant que le permettra letendue de la surface ^ 
» la courbe qu'il parcourra sera celle de l'une des courbures. 
u En concevant par chaque point une courbe parcourue de cette 
» manière ^ on aura la suite des lignes de la première courbure , qui 
» diviseront l'aire de la surface courbe en zones ^ suivant une pre- 
D mière direction. Si l'on conçoit que le point de la sur&ce , au lieu 
» de suivre dans son mouvement la direction de la première cour-^ 
ii bure^ suive au contraire celle de la seconde , il parcourra une 
» courbe de la seconde courbure, et cette courbe coupera toutes 
» celles de la première à angles droits. En concevant pour chaque 
» point une courbe parcourue de cette seconde manière , on aura 
» la suite des lignes de la seconde courbure , qui diviseront l'aire 
» de la surface en d'autres zones, suivant une nouvelle direction. 
» Enfin , chacune des lignes de l'une de ces deux suites étant per- 
)) pendiculaire à toutes celles de l'autre suite , et réciproquement , 
M il s'ensuit que ces deux suites de ligne de courbure diviseront 
» l'aire de la surface courbe en élémens qui seront tous rectan- 
>} gulairél ; cela peut être rendu sensible sur les sur&ces de ré- 
n volution prises pour exemple. 

» Sur les surfaces de révolution , on ne peut passer d'un point 
B à un autre pour lequel les deux normales sont dans un même 
» plan, à moins qu'on ne Suive ou la direction du méridien, ou 
» celle du parallèle qui passe par ce point : suivant toute autre 
» direction , les deux normales ne se rencontreraient pas, puisque ^ 
» étant des méridiens difierens', elles ne passeraient pas par le même 
D point de l'axe. Les méridiens sont donc la suite des lignes d'une 
» des courbes , et les parallèles la suite de celles de l'autre : chaque 
tt courbe de l'une de ces suites est perpendiculaire à toutes celles 

M de 
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yi de l'autre ; et les deux suites divisent Taire de la surface en élé« 
» mens que l'on peut regarder comme rectangulaires. 

» Si la normale se meut de manière que ^ sans cesser d'être per^^ 
M pendiculaire k la surface, elle parcoure une ligne de courbure 
D dans chaque instant de son mouvement, elle se portera sur une 
» des deux normales infiniment voisines qui la coupent, et elle en-^ 
» gendrera une sur&ce qui sera développahle , qui sera partout dans 
» une de ses lignes de courbure. 

>i Si pour le même point , la normale parcourt la ligne de Tautre 
» courbure, elle engendrera de même une autre surface dévelop*^ 
» pable normale à la surface courbe , et qui rencontrera la première 
M en ligne droite et à angles droits. Si l'on conçoit donc une sem-^ 
Il blable surface pour chacune des lignes de courbure de l'une ef 
M de l'autre suites, on aura deux suites de sur&ces développables 
>» normales à la surfiice courbe» et telles quachA^^une de celles 
>i d'une des suites rencontrera toutes celles de l'autre suite en b'gnes 
» droites et à angles droits. Toutes ces sur&ces développables nor^ 
» maies diviseront l'espace en élëmens , indéfinis dans le sens de la 
» longueur de la normale , infiniment étroits dans le sens des deux 
» courbures , et terminés par quatre plans rectangulaires entre eux , 
» et par quatre arêtes indéfinies et en lignes droites, 

» Chacune des surfaces développables normales d'une des suites 
» a une arête de rebroussement particulière, et qui , étant le lieu des 
n intersections successives des normales consécutives pour une 
» même ligne de courbure , est le lieu des centres d'une des cour« 
I) bures pour tous les points de cette ligne. Si l'on considère donc 
» le système des arêtes de rebroussement de toutes les sur£ices dé«* 
» veloppables normales d'une même suite, ce système formera une 
» surface courbe qui sera le lieu de tous les centres d'une des 
» courbures de la surface courbe. Les deux surfaces des centres de 
o> courbure d'une même surface courbe sont, par rapport à elles ^ 
» ce que les développées ordinaires sont par rapport aux courbes ; 
D dans quelques cas particuliers , elles sont distinctes l'une de l'autre , 
» et peuvent avoir leurs équations séparées: en général elles sont 
» les nappes différentes d'une même surface courbe , et elles sont 
» toutes deux exprimées par une même équation d'un degré 
n pair. 

^16 
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1) Les résultais que nous venons d'exposer succinctement ^ sont 
» susceptibles de plusieui^s applications utiles aux arts; une des plus 
j» frappantes a pour objet la manière de diviser une voûte en 
I» voussoirs par des joints. 

» Les joints des voûtes doivent satisfaire en même temps à un 
» assez grand nombre de conditions , dont les principales sont ^ 
» i*" d'être partout perpendiculaires à la surface de la voûte ^ afin 
» que les angles des deux voussoirs consécutifis étant égaux entre 
» eux y ils résistent également à leur rupture dans l'action que ces 
» voussoirs exercent l'un sur l'autre; a*, d'être perpendiculaires 
]» entre eux , par la même raison ; 3* d'être engendrés par le mou- 
I» vement d'une ligne droite ; car les surfaces engendrées de cette 
j» manière , sont les seules qui soient susceptibles d'une exécution 
9 exacte ; et il faut que les joints des voussoirs contigus soient par- 
V &itement exécutés , parce que de légères incorrections entraîne- 
ji raient la rupture de Fun de ces voussoirs ; 4^ d'être formés par des 
I» sur£aices dévelôppables, afin que les panneaux puissent être appli- 
» qùés sur les différentes faces ^ et en donner les contours d'une 
ji xnanière rigoureuse. 

» On voit que toutes ces conditions seraient remplies en même 
}} temps, si l'on divisait la surface de la voûte par des lignes de l'une 
m et de Fautre des deux courbures , qui fussent espacées entre elles 
» d'une quantité finie dépendante des matériaux , et si les joints 
» étaient formés par les sur&ces développables normales à la surface 
M de la voûte. 

» D'ailleurs si les joints étaient apparens sur la sur&ce de la 
» voûte > ils y traceraient des courbes toutes rectangulaires entre 
n elles , et qui , dépendant de la nature même de la surface , en 
yi rendraient la génération plus prononcée. Enfin , ces lignes elles- 
» mêmes diviseraient la sùr&ce de la voûte en compartimens 
A rectangulaires , et susceptibles d'une décoration propre à la 
» surface. 

» Cest vers cette solution générale que les artistes s'étaient tou- 
1) jours dirigés ; ils ne l'avaient atteinte que pour les cas faciles des 
» sur&ces cylindrique? , des sur&ces coniques et de celles de révo- 
D. lution. Quant aux autres surfaces courbes dont ils ne connaissaient 
D pas les lignes de courbure , ils les excluaient presque générale- 
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^ ment de h composition des voûtes , lors même que les tintons- 
>» tances l'exigeaient impérieusement ; et c'est à cela pruicipalement 
H qu'on doit attribuer les mauvais effets que produisent en général 
h dans l'architecture y les morceaux de traits de coupe des pierres , 
>i parce que, pour rendre un trait exécutable ^ on choisit pour la 
>i voûte une sur&ce qui n'est pas toujours celle que la nature des 
M choses commanderait. » 



57. Berceau dont les joints concourent à un centre eomnum.' 

Les principes du numéro précédent doivent être observés autant 
qu on le peut : néanmoins il est des circonstances ou des considéra-* 
tions plus puissantes qui peuvent déterminer à préférer une voûte 
dont les joints ne remplissent pas la condition d'être normaux à 
la sur&ce courbe. Dans cet articla , il sera question des berceaux 
dont les joints ont un centre commun et ne sont pas perpendiculaires 
à Tintrados. Lorsque l'intrados est circulaire , la double condition a 
lieu; mais c'est le seul cas où cela arrive : dans tous les autres^ on 
peut toujours trouver un extrados qui rende la voûte équilibrée; c'est 
de quoi je vais m'occuper . * ^ 

Soit (fig. 4<>) AS A' la courbe donnée d'intrados , et aSV l'ex- 
trados qu'il £iut trouver pour former un berceau équilibré^ tous 
lep joints NM devant concourir à un point commun O. 

SoitSOM=:e, ON=ii,OM=R>OSsa^SS'ss;t,OSs=a 

4-* = A, SS'NM=M,MN^A. 

En raisonnant ici comme nous l'avons Êiit dans le n* a du premier 
chapitre , on verra d'abord qu'on a 

aire MN/i//i;= JMs^K (aR + R) de; 

de plus, 9 k voûte devant être équilibrée , on a pour exprimer celte 
condition^ l'équation 

M =? c tang s 

(c étatit une constante quelconque) ; d'où 
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Egalant ces deux Taleurs de dM. et mettant u pour R-f^K', on a " 



u'5=R' • "*= 



cos i 



La constante e se détermine par la condition qu'au point S on a 





COS€: 


== 1 , Ksssa, ii = A; 


ce qui donne 
d'où enfin 


ii*a= 


2/t?=: A*— a*; 



cost 



Tout est connu dans cette équation , puisque le rayon vecteur K 
est donné par l'équation d'intrados en fonction de s : il sera donc 
aisé d'aYOÎr u et par couséqueui de construire TextradoS. 

Supposons^ par exemple^ que l'intrados soit ( fig. 5i ) une ligne 
droite horizontale^ on aura 

et l'équation (59) devient 



C08 9 



u 



gobC* 



c'est-k-dire que l'extrados est aussi une ligne droite horizontale ;; 
ainsi que nous l'ayons vu n* Sy. 

Supposons en second lieu que l'intrados (fig. Ifi) soit composé de 
deux lignes droites faisant avec la verticale y un angle OSM s=s ^ ^ 
on trouvera 



? 



tin(C + c)' 

f et en substituant cette valeur de R dans l'équation (Sg) ci 
on aura Féquation polaire de l'extrados. 

Il ne sera pas plus diificile^ dans tous les autres cas , d'avoir l'équa* 
tion polaire de Textrados en u et s^ puisqu'on connaît celle de 
l'extrados aussi polaire entre R et €• 

A l'égard de la poussée de ces sortes de berceaux y il est évident / 
puisqu'ils sont équilibrés , qu'elle est M cot « , c'est-à-dire c , ou 
i ( A* — iJ* ) , OU a* 4- 1 il*. Quant à l'équation d'équilibre de rota- 
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lion y il serait superflu de la rapporter ^ puisqu'elle est la même que 
celle du n* 14* 

Observons que les berceaux dont il s'agit ici offrent plus de faci- 
lité pour répure^ parce que tous les joints concourent à un centre 
commun : un autre avantage^ c'est de pouvoir employer la ligne 
droite pour intrados ; c'est à l'Architecte à peser ces avantages avec 
rinconvënîent qui résulte de ce que les joints ne sont pas perpendi- 
culaires à l'intrados. 



58. Dômes dont tes Joints concourent à un centre comniuH* 

La figure 41 représente une section verticale du dôme proposé 
et de son tambour. On a , comme dans le numéro précédent^ 

aire MNnm = 3 K (aR-f-K) d€. 

on verra aisément que la distance GG' du centre d'inertie de cette 
aire à la montée est 

ï^^^"^ + 3^-SrTk "^' ^^ z''""' Tr + k ' 

Si on multiplie l'aire ci^dessus par 2m « GG^, on aura y d'après le 
principe de la méthode centrobarique ^ le volume d^wne assise élé* 
mentaire de voussoirs compris dans une section horizontale du 
dôme : ainsi ^ en appelant M le volume de la calotte correspondante ^ 
on aura pour l'expression de cette assise , 

ou, à cause de R+K=:u^ 

« 

D'un autre côté on a pour exprimer la condition d'équilibre entre 
toutes les assises^ l'équation 

cde 






M = c tang € ou dMi 



C0« 



Egalant ces deux expressions de dM, on a pour )*équatïon poldre 
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de l'extrados géiiëra(eur ', 

tt» = R»H K=:s (4o'). 

n reste à déterminer la constante c. Nous retrouyeroiis ici la 
singularité que nous avons déjà rémarquée dans les dômes dii 
chapitre III : si on veut déterminer c par la valeur a que reçoit R 
au point S , ou sin £ = e , on ne trouve pour c que zéro, ou bien | 
si Ton fait u infinie au point S. Cela vient de ce que le dôme est 
terminé à la clef par une flèche. Mais on peut se servir du point A 
des naissances pour déterminer c. En effet, si a est alors la valeur 
de € , R' ceUe de R , et a' celle que Ton veut donner au, Téqua- 
lion (4o) donnera 



c=: I /» sin A cos A (V— 'R* , 

quantité finie. Mettant cette valeur de c dans Véquation (40^) , on 
aura 

w' =R*H ==î ' C4o) , 

fia « C09 f 

« 

équation au moyen de laquelle on pourra connaître ci ; et cons- 
truire l'extrados, puisqu'on connaîtra Féquation poldre de Tintra-* 
dos en R et €. 

A regard de la poussée des dômes en question, elle est toujours c; 
et réquation d'équilibre de rotation est la même que nous avons don- 
née dans le chapitre IV. 

Au reste , on peut fiûre sur les arvântagéS et les kiconvéniens de 

ces sortes de dômes , les mêmes observations que dans l'ardcle pré<- 

cèdent. Ajoutons que dans la pratique , on peut remplacer une por- 

' tion infinie de la flèche par un poids d'une graiideur finie , comme 

un globe, un cylindre , une pyramide, etc. 

Bans la figure 4^ > l'intrados générateur est une ligne droite 
horizontale , et par conséquent la surface d'intrados un plan ou 
cercle horizontal. Ce dôme est l'analogue du berceau plat équilibré. 
Il offre le moyen curieux de recouvrir une tour ronde par un pla- 
fond circulaire équilibré. 
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Dans la figure 36 , l'intrados générateur est circulaire : nous en 
avons déjà parlé n^ 4^* ^^ K^^^ déduire l'équation polaire de l'ei^- 
trados de la formule (34) ; mais on y parvient plus simplement par 
l'équation (4o0 au présent article. En effet ^ R est ici constant : c'est 
le rayon même de la sphère d'intrados y et l'on a R' ==: R ( ce sera 
l'angle du rayon vecteur// dans le point où l'on veut que l'épaisT- 
seur du dôme soit u' — R). Ainsi l'on voit qu'il suffit de faire R 
constant dans l'équation (40^), pour avoir l'équation polaire de 
l'extrados générateur du dôme dont la sur£sice d'intrados est sphé- 
rique. 

SECTION II. 

Des Coûtes à base régulière et symétrique. 

Sg. JE tant donnée la surface Jt intrados ^ trouver celle ^extrados. 

Quelle que soit la base recouverte par le dôme y si la surface 
d'intrados est donnée^ on peut toujours trouver la surface d'extrados 
qui rend la voûte équilibrée : il suffit d'imaginer par la montée ou 
axe vertical 9 une infinité de plans verticaux qui partageront la voûte 
en secteurs ou voûtes élémentaires partielles. On calculera l'épais- 
seur K pour chaque point d'un secteur quelconque , comme nous 
l'avons VIT dans le n"" 43 y et les voussoirs de chaque voûte élémen- 
taire seront en équilibre entre eux. Il n'est pas moins évident que la 
base étant supposée régulière et symétrique y deux voûtes élémen- 
taires et opposées se feront mutuellement équilibre à la clef : cela 
se conçoit âicilement quand la base est terminée par une ligne 
courbe comme une eUipse ou un polygone d'un nombre pair de 
côtés. U en sera de même quand la base sera un polygone régu- 
lier d'un nombre impair de côtés : alors il £siut pour concevoir 
l'équilibre y se représenter trois y ou cinq y ou sept y etc. voûtes 
élémentaires symétriquement placées se buttant toutes ensemble 
à la clef y suivant que le polygone de la base a trois, cinq y sept, etc. 
côtés. 

La poussée de chaque voûte élémentaire se calculera comme nous 
l'avonis fait dans le chapitre lY ; mais on sent qu'ici les secteurs 
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étant inégaux 9 leurs poussées seront aussi inégales , ainsi que Tépais-^ 
seur correspondante du tambour. Le polygone extérieur de la 
base du tambour aura une figure analogue à celle du polygone 
intérieur. 

Il manquera une perfection à ces sortes de dôihes : les joints ne 
seront point normaux à la surface dlntrados ; leur succession ne 
formera pas les lignes de courbure dont nous avons parlé dans 
le x^ 56. Cependant les premières suites de joints qui sont dans les 
|>lans verticaux seront agréables à Foeil ^ puisqu'elles formeront des 
méridiens partant du pôle commun : on pourra même retiÀre l*égu« 
lière la seconde suite de joints. U suffit pour cela d'imaginer un 
certain nombre de plans horizontaux qui coupent la sur&ce d'in* 
trados» Si le nombre des méridiens est assex grand ^ les petits plans 
inclinés qui séparent les voussoirs d'une voûte élémentaire se con- 
fondront senaîbleznent avec les cercles parallèles dont j'ai parlé ; 
ensorte que lajseconde suite de joints présentera ii l'oeil l'aspect d'une 
section horizontale* Il restera toujours l'inconvénient que les quatre 
petits plans qui comprennent un voussoir, ne seront point normaux 
à la surface d'intrados ^ si ce n'est pour le cas de l'ellipsoïde dans les 
deux sections qui passent par les axes. 

60. Cas où répaissew du dôme doit être uniforme. 

Si l'épaisseur de la voûte doit être constante , il résulte du numéro 
précédent que chaque voûte élémentaire partielle doit avoir pour 
Section verticale la courbe du n^ 4^ > à laquelle j'ai donné par 
analogie le nom de chaînette croissante, parce qu'elle engendre le 
dôme d'épaisseur égale à base circulaire , de la même manière 
que la chajnette ordinaire engendre , par son mouvement parallèle , 
le berceau d'épaisseur égale. Toutes ces chaînettes croissantes qui 
composeront le dôme ^ auront la même montée avec des bases dilSe-' 
rentes. La constante e' qu'on pourrait appeler le paramètre de U 
chaînette croissante , sera variable pour chaque section. Chaque 
voussoir sera compris entre deux plans ou méridiens et deux petits 
plans inclinés perpendiculaires au méridien moyen ^ intermédiaire 
en^e les deux méridiens précédens. 

On pourrait , d'après la génération précédente ^ ti^uver l'équa- 
tion 
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tîon ie la surface d'intrados y lorsqu'on connaît la base que doit 
recouvrir le dôme. Si cette base est une ellipse et que la montée soit 
donnée ^ le problème est détermine. 

. On peut encore recouvrir une base quelconque par une autre 
surface courbe qui formera un dôme d'épaisseur égal et différent 
du précédent : cette seconde surface doit être engendrée par une 
chaînette ordinaire qui se meut parallèlement à elie-^méme. 

Imaginons une ligne horizontale quelconque passant par le centre 
de figure de la base et par l'un des angles du polygone régulier^ sur 
cette ligne un plan vertical^ et dans ce plan une ligne courbe quel^ 
^conque que j'appelle directrice. Imaginons maintenant une infinité, 
de chaînettes ordinaires posées verticalement l'une contre l'autre 9 
s'appuyant par leurs extrémités sur le contour de la base ^ et ayant 
toutes leurs sommets dans la dire<ftrice ci-dessus. Il est évident que 
la réunion de toutes ces chaînettes dont lo paramètre c ou le rayon 
•^e courbure au soixmaet est variable y formera un dôme équilibré ; 
car il sera composé d'une infinité de tranches verticales parallèles 
dotit chacune est un petit berceau en chaînettes. Tous ces petits 
berceaux se soutiendraient isolément ^ si on supprimait ceux qui 
sont voisins. La surface d'intrados présentera l'aspect d'une suite 
^e chaînettes verticales parallèles ^ et l'on pourra &ire rencontrer 
dans des sections horizontales les joints de lit de tous les voussoirs : 
^e qui formera des compartimens agréables à l'œil, mais qui n'auront 
pas l'avantage d'être perpendiculaires aux faces des voussoirs. 

Si la base est renfermée par une courbe régulière y comme 
une ellipse y on pourra ei^primer analyticpement l'équation do 
l'intrados. 

• On- peut encore obtenir par le moyen de la chaînette ordinaire; 
un autre dôme équilibré différent du précédent. Imaginons une 
chaînette ordinaire ayant son sommet à la clef donnée de position; 
et s'appuyant sur deux points symétriques du contour de la base : 
si on fait mouvoir cette chaînette parallèlement k elle-même , de 
manière que son axe soit toujours vertical et que ses extrémités 
touchent toujours le contour de la base, elle engendrera un dôme 
équilibré ; mais ici la directrice que suit le sommet de la chaînette 
n'e&t plus arbitraire comme précédemment , quoiqu'elle soit toujours 
.^ne courbe tracée dans un plaQ vertical. Cette seconde génératiim 

17 
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est plua simple que la première , en ce que le paramètre c est cons^ 
tant : c'est un cas particulier du précédent ^ où chaque section ver- 
ticale était une chaînette d'un rayon de courbure variable pour son 
sonunet ^ tandis que dans le second cas , chaque berceau élémen*- 
taire n'est qu'une portion plus ou moins grande de la même 
chaînette. 

On voit par ce qui précède y qu'une base donnée peut être 
découverte par une infinité de dômes équilibrés , la montée étant la 
même. En premier lieu , on peut se donner la surface d'intrados 
•^'t trouver celle d'extrados correspondante. En second lieu^ si l'épais- 
seur doit être uniforme et que la base soit par exemple un cercle^ 
on 'engendre un dôme éguilibré parla révcljition^d'une chaînette 
croissante. On engendre encore un dôme équilibré par Is^juxta-- 
position d'une infinité de chaînettes ordinaires et différentes dont 
les sommets sont «ur une directrice quelconque. Enfîn^ on a encore 
un dôme équilibré par le mouvement parallèle d'une même chal«- 
nette ordinaire touchant toujours le même contour de la base. 

Mais il manque à tous ces dômes la condition d'avoir les jointe 
normaux à la surface d'intrados. U reste donc encore ce problème 
à résoudre. 

Etant donnée la base quelconque d'un dôme et la sur&ce d'in-- 
trados , trouver la surface d'extrados qui forme un dôme équilibré , 
avec cette condition que tous les joints des voussoirs soient nor^- 
maux à la surface d'intrados. 

Par exemple , si la base est une ellipse ^ et la surfaice d'intrados 
un ellipsoïde dont les deux sections verticales passant par les axes 
de la base , soient aussi des ellipses. M. Monge a bien déterminé 
les deux lignes de courbure qui doivent former les joints , mais il 
reste à trouver la surface d'extrados; car si l'on &it l'épaisseur cons» 
tante y l'ellipsoïde de M. Monge ne sera pas un dôme équilibré» 
Pour avoir la surface d'extrados- qui formerait avec cet ellipsoïde 
pour intrados ^ un dôme équilibré y il faut se figurer un petit coin 
rectangulaire ou voussoir compris entre quatre lignes de courbure 
du n"* 56. Le principe qu'il faut employer est que ce petit voussoir 
doit être en équilibre entre les quatre autres qui le pressent dans 
deux sens perpendiculaires y de la même manière qu'il l'était dana 
mn sens seulement pour les cas des berceaux et des dômes à base 
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Circulaire. On sent que la difficulté sera bien plus grande ^ parce que 
chaique Toussoir repose sur un plan incliné y et qu'il Êiut faire entrer 
dans le calcul les équations des lignes de courbure. Quand on aura 
surmonté toutes les difficultés , on n'aura pas encore le dôme le 
plus par£iit y puisqu'il n'aura pas une épaisseur Uniforme y et que les 
joints ne seront pas normaux à l'extrados. Je vais y dans le numéro 
suivant y exposer de nouvelles considérations qui fourniront d'autres 
d6mes équilibrés d'épaisseur égale. 

6i. Dôme ^épaisseur uniforme , a hase elliptique. 

Soit ( fig. fyi ) AE A'E' l'ellipse que doit recouvrir le dôme dont 
6n ne connaît i^e la montée OS = a (fig. 43). Soit KL la dévelop- 
ifiée du quart d'ellipse A£ et NI', rX deux rayons de courbure in- 
finiment proches. Imaginons qu'on ait divisé tout le contour àm 
Tellipse en petits arcs tels que N» y et mené tous lés rayons de cour* 
bure tels que NI ; qu'ensuite sur toutes ces lignes NI% on ait élevé 
des plans verticaux. Soient ( fig. 44 ) NPII^, npQÎ deux de ces plans 
iiifiniment voisins ^ dont la commune section est la verticale IF; il 
faut redresser ces 'plans par la pensée en les fiiisant tourner autour 
des horizontales TN y Xn y jusqu'à ce que les lignes \S y\p deviennent 
horizontales. Il faut concevoir ensuite deux arcs de chaînette crois- 
santé PN y pn dans les plans verticaux ci-dessus. Ces arcs ont leur 
tangente horizontale dans les points V eipy dont les points Y et p'- 
de la figure 4^ sont les projections horizontales c ensorte que V^np 
est un élément de la surfiice du dôme reposant par le petit arc N» 
sur le tambour^ et s'appuyant par son extrémité supérieure Vp contre 
un pareil élément symétriquement placé. 

La figure 4^ représente une section verticale du dônie et du 
tambour y faite par un plan vertical passant par le grand axe de 
l'ellipse ; kV est une ligne horizontale passant par la clef' donnée 
de position ; KA: y ¥^'k sont deux verticales élevées sur les origines 
K et K' des quatre branches de la développée de l'ellipse; A:A , kA! 
sont.deux arcs de chaînette croissante. Il faut relever par la pensée 
la ligne kk au-dessus de sa projection horizontale KK', et concevoir 
que de tous les points de cette ligne kky que j'appellerai crête du 
dôme ou ligne des sommets, on ait mené de part et d'autre dés 
arcs de chaînette croissante , verticaux et perpendiculaires à tous les 



rSa THÉORIE 

points N de Tellipse^ tels qae PN de la.figore 44- La surface courtes 
qui résultera de cette génération^ en lui donnant une épaisseur uni^ 
forme 9 formera un dôme équilibré. 

£n effet y les youssoirs d'un secteur quelconque ^ tel que ¥Nnp l 
seront équilibrés entre eux et formeront une petite voûte partielle ; 
car si ( fîg. 44) ^^ faisait tourner autour de la. ligne ir comme axe 
vertical^ la ligne horizontale IP et Tare vertical PN^ on engendre* 
rait un plateau ^ plus une zone de dôme à base, circulaire dont le 
secteur ¥^np serait un élément ou voûte partielle. U n'est pas moins 
évident ^ à cause de la figure symétrique du dôme , que tous les 
secteurs étant indépendans les. uns des' autres fst ne se pressant qv'à 
la crête ^ il y aiura aussi équilibre dans le sens horizontal ; quatre» 
secteurs symétriquement placés dans les quatre quarts de Tellipse^ 
produtrout deux à deux'^ et. en sens contnure^ une. pression hori- 
zontale difîgée8ttît«at la. crêie.et /détruite par une. pression, égale et 
opposée. Les plans verticaux * élevés sur les normales à TeUipse .de{ 
la base ^ déterminent paj^ leur rencontre avec le plan vertical pas-^ 
sant par lé grand axe^ les secteurs* du dôme et le système de Tune. 
des lignes de courbure. L'autre ligne de courbure est formée pw 
le mouvement d'une ligne qui , toujours perpendiculaire à la sux^ 
jEftce courbe y ferait le tour du dôme en coupant perpetidiculairemlent 
chaque méridien y et en décrivant une petite surfsice conique dans 
chaque secteur et variable pour chacun. 

On voit que le problème a plusieurs solutions ^ et qu'on pour-^' 
rait^ par exemple ^ après avoir tracé une courbe, quelconque oU' 
directrice dans le. plan vertical passant par le grand axe ^ lui faire 
aboutir à tous les points du contour de la base des secteurs ver- 
ticaux de chainette croissante y comme nous avons fait. 

U n'entre pas dans mon objet de discuter, sous le rapport de' 
la décoration y le dôme que je viens de décrire : je me bornerai 
à observer qu'il est par£dtement régulier y symétrique y et que. 
sa crête horizontale parait devoir produire un effet agréahle : 
ces deux extrémités indiquent naturellement la position de deux 
lustres. 

Il reste à donner l'équation de la courbe donnée par la section 
d'un plan vertical perpendiculaire à l'ellipse de la base. J'ai sup- 
posé que cette courbe était celle que j'ai appelée chaînette crois- 
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Bante dans le n"" 4^ • ^Ue est bien de la même famille ^ mais elle 
renferme une constante déplus qui est différente pour chaque point 
de Tellipse, Dans le dôtnè à base circulaire^ la même courbe en«- 
gendre tons les secteurs par sa révolution autour de la montée qui 
est Taxe commun , et Ton a x = o quamij^ s= o (a: étant Tiabscisse 
verticale, et ^ l'ordonnée horizontale). Ici, au contraire , chaque 
secteur est engendré par une courbe qui sans être différente, a 
cependant des constantes différentes : ce n'est plus la montée qui 
est Taxe commun de révolution ; chaque secteur a son axe parti- 
culier qui est la verticale IF, égale à la montée , et passant par 
l'extrémité I du rayon de courbure. De plus , le dôme ne comprend 
que la partie du secteur comprise entre Tellipse de la base et le plan 
vertical élevé sur le grand axe. En comptant les a: sur l'axe variable 
ir de position, on a or == p quand jr = IT' = /. 

' En retournant donc au n"* 46, -et "déterminant par cette condition 
la constante de l'équation 

•£ =î log (p + V» +;>') + constante , 
on auta ' 

•2^=iog(/;+ vrqrp). 

En achevant les calculs comme nous avons fait dans l'article cité , 
on a pour l'équation de la courbe génératrice d'un secteur quel- 
conque , c'est-a-dire pour l'équation d une section verticale normale 
quelconque , 

4 

équation qui s^intègre aisément , puisque tous les termes étant déve- 
loppés , sont des monômes, et quç la quantité i est constante pour 
chaque section. On détermine l'une des deux constantes par la con- 
dition qu'on ait a:=o quand ^=/, et l'autre constante par la 
condition qu'on ait pour chaque section x=:a quandj^;±r/2+f';=R''^ 
en faisant (fig. 42) NP'= /ï , Nr=R'. 
En intégrant Téqualion (^) et déterminant c' conune il vient d'être 
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.dit ) on a 



4- ;c'. ..... .*. (A) 

C'=£ i.at»-^- V i.a.4.6 x>+ '^ i. a. 4. 6. 8.10 .„ , ^. 

i • 1.3 i.a.3"i.3.5.7 i.a.3.4.5 ' 1.5.5.7.9.11 * "^^ » 
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Au inoy6ii de^CM.expr^^aioatf > ^p ^ tout ce <iu'il faut pour déter- 
xniaer la courbe d'une section verticale quelconque. Imaginant en* 
suite la montée divisée en un certain nombre de parties par des 
plans horizontaux ^ ces plans détermineront dans chaque courbe 
verticale ou chaînette croissante , un même nombre de points dont 
les projections horizontales formeront des courbes fermées (fig. 4^) 
qui^ront les projections des sections horizontales. Les normales et 
les ovales de cette même figure suffiront pour construire Téçure de 
la voûte. 

n resterait pour compléter la discussion du dôme dont il s'agit ^ 
à donner l'équation des ovales , ainsi que celle de la surface courbe 
du dôme dont tous les points étant assujétis à la même loi de conti*- 
nuité^ sont susceptibles d'être re{>réséntés par la même équation. 

Je dois prévemr deux objections qui pourraient embarrasser. 

1*. On pourrait dire que les voussoirs qui touchent la ligne des 
sommets IM étant triangulaires ^ ils sont trop £dbles pour contreba-- 
lancer les voussoirs rectangulaires sur lesquels ils reposent; mais 
3 &ut faire attention que ces triangles sont des infiniment petits dn 
second ordre , que plus on prend les arcs N/i petits , plus ces 
triangles diminuent de grandeur et qu'ils finissent par s'anéantir ^ 
ensorte que quand *le nombre des secteurs est infiniment grand , 
les voussoirs qui touchent la crête sont , sinon rectangulaires , dn 
moins aussi peaans que si on leur ajoutait le triangle infiniment petit 
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du second ordre qui a été séparé par le plan vertical de la crête : 
ainsi l'objection disparaît. 

â"*. On peut diçe que les joints sont bien partout des portions de 
surface développables ^ ainsi que cela doit ctre (n"* 56); mais que les 
voussoirs qui touchent la ligne des sommets ^ n'ont pas leurs quatre 
faces perpendiculaires entre elles y el que ce sont des trapèzes : je 
réponds que cela ne peut être différemment , et qu'il en est de même 
dans les dômes à base circulaire dont les voussoirs qui entourent 
le pôle sont triangulaires y tandis que tous les autres sont rectangu** 
laires. Pour éviter l'inconvénient de ces voussoirs triangulaires dans 
ces dômes ^ on forme la clef de leur réunion ^ et cette clef a la 
figure d'un petit sphéroïde ou d'une calotte. Dans le dôme à base 
elliptique y la ligne des sommets n'est qu'une suite de pôles y et on 
peut y par analogie y appeler clef la calotte ovoïdale qui a pour pro- 
jection le plus petit des ovales» celui xpû rantmncne la ligne kf^ des 
sommets ou lignes des pôles. 

A mesure que l'ellipse de la base approche du cercle y la 
ligne horixontale des pôles diminue : enfin quand on fait < =:o 
et kk z=:0 dans les calculs précédens ^ on a le dôme à base cir* 
culaire. 

Il manque au dôme que je viens de décrire y comme à toutes les 
voûtes dont j'ai parlé dans cette section ^ la condition d'avoir les 
joints normaux à la surface courbe y du moins ceux qui sont dans 
les plans verticaux. Il fisiudrait y pour que cette condition eût lieu y 
que les ovales formées par les projections des sections horizontales y 
fussent des courbes parallèles à l'ellipse y c'est-à-dire des dévelop- 
pantes dé la même développée. Cela' existerait si toutes les sections 
verticales étaient des arcs égaux de la même couibc. Par exemple y 
si l'on imagine qu'ayant fixé au point N du rayon de courbure NI', 
un arc vertical de courbe quelconque y on développe les rayons suc- 
cessifs de courbure, l'arc ci-dessus engendrera par son mouvement 
une surface qui sera telle , que toutes les projections des sections 
horizontales formeront des ovales parallèles à l'ellipse. . Tous les 
joints de l'une et l'autre courbures auront les conditions du n*" 56 , 
c'est-à-dire seront des surfaces développables , normales et perpen- 
diculaires entre elles ; mais la surface courbe n'admettra pas une 
épaisseur constante , quand mên;ie on choisirait pour la courbe gé- 
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neratrice la chaînette croissante , parce que lès Constantes de cette 
courbe doivent varier pour chaque , axe dé rotation des secteurs. 
On pourra 9 il est vrai, trouver Tepaisseur que jdoîl avoir chaque 
voussoir pour l'état d'équilibre ^ en considérant chaque secteur 
en particulier ^ comme nous l'avons dit au conmiencement de cette 
section. 

Il résulte de ce qui précède y qu'il est impossible de trouver une 
surface pour laquelle l'épaisseur soit constante ^ et dont les sections 
verticales normales à l'ellipse soient aussi des lignes de courbure 
normales à la surface. Il faudra donc renoncer à Tune ou l'autre 
de ces deux conditions y toutes deux désirables. J'ai décrit plusieurs 
dômes équilibrés d'épaisseur constante^ mais dans lesquels les joints 
verticaux ne sont point normaux à la sur&ce. U reste à résoudre ce 
problème : Faire un dôme à base elliptique y dont la montée est 
donnée y d'une épaisseur uniforme , et dont tous les joints soient 
des sur£sLces développables normales au dôme et perpendiculaires 
entre eux. Aucune des deux lignes de courbure ne pourra être 
des sections verticales y ainsi que je Tai f^iit voir y à moins qu'on 
ne faisse les deux axes de l'ellipse égaux. Dans ce cas particulier y 
la section verticale deviendra une ligne de courbure et sera une 
chaînette croissante passant par le pôle. Ce problème est le plus 
difficile qu'on puisse proposer sur cette matière. Il est probable que 
M. Monge s'en serait occupé s'il y eut songé. Il serait surperflu 
de nous occuper davantage des bases en polygone régulier. On 
sent assez y d'après ce qui précède y ce qu'il y a à faire. J'ajouterai 
seulement que si l'on fait pénétrer deux berceaux en chaînette y on 
i)btient deux voûtes analogues aux voûtes d'arête et eh arc de 
cloître y qui* sont^quilîbrés dans tous leurs points , excepté dans 
Jes intersections qui séparent les quatre nappes: ces deux espèces 
de voûtes seront très-préférables auss: voûtes ordinaires d'arêtes et 
en arc de cloître* 
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Observations préliminaires. 
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v/n a donné le nom d'anse de panier a une courbe ASa (fig. 4^) > 
composée de trois , cinq^ ^P^j etc. arcs decBw<A—^ xpd dans leurs 
points de réunion M, M% m, m' (fig. 5o) ont la même tangente : 
on emploie les anses de panier dans la construction des ponts, à 
cause de la &cilité de Tépure. La difficulté de tracer des arcs ellip^ 
tiques leur a £Eiit préférer un assemblage de petits arcs de cercles 
plus faciles à décrire.. Les anses de panier ont encore d'autres ayai^ 
tages : elles laissent passer un plus grand volume d'eau, Fouverture 
du pont et la montée restant les mêmes : elles sont pour l'ordinaire 
plus gracieuses à l'œil que l'ellipse. 

' Voici comment on peut concevoir la génération d'une anse de 
panier. Soit ( fig. 5o ) A l'une des naissances du pont ^ S la clef ; 
OS la montée : imaginons un polygone AA'A'A'^'A'^T d'un nombre 
quelconque de c6tés , dont le premier AA^ est pris sur là ligne des 
naissances , et le dernier A^^T se termine à la giontée prolongée; 
Si l'on imagine un fil enveloppant ce polygone , et qu'on le déve- 
loppe par son extrémité A , il tracera successivement plusieurs arcs 
de cercle AM, MM', M'M% M"M"', M'^'S , ayant leurs centres en 
A', A', A''', A'% T. . Un polygone pareil engendrera de l'autre côte 
de la montée des arcs égaux aux précédens , et l'ensemble de ces 
arcs sera ce qu'on appçUe une anse de panier. Ainsi une anse de 
panier n'est autre chose que la développante d'up polygone ; elle 
est dite à 5 centres , a 5 , à 7 , etc. , suivant le nombre d'arcs dont 
f Ue est formée : cette courbe ressemble à une ellipse ^ en ce 

j8 
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qu'elle est perpendiculaire sur la ligne des naissances et sur la 

montée. 

On tôîl qnè sur une même rose et nnô înémè montée , on 
peut tracer une infinité d'anses de panier. Le problème est d'autant 
plus indéterminé, que^ le noipbre des centras est plus grand. On 
peut assujédr Fanse k^fertâili^s <Sbiiâttîdns , 6omme de passer par 
des points donnés y d'avoir les arcs d'un nombre de degrés donnés , 
d'avoir les rayons dans tels ou tels rapports , et le problème peut 
ainsi devenir déterminé. II serait impossible de discuter toutes les 
combinaisons qu'on peut adopter : ce que nous dirons dans les pitH 
blêmes suivans suffira pour ^vider dans tous les ^. 

PROBLÈME PREMIER. 



37M».« tié prAtiler à ttoii tbhtrèi. 

w 

1 

$i lë;^otyg(tt« n*â ^è detix CÀtés AÂ% Kfty il n'y aura qtie troî^ 
cètftt'éfs A*, ï, à\ et i'ànsé est dite à trois centres (fig. 46). Le 
][>ttlblèïxlt9 y trolh<ne i>ti voit , èOnsislè ^ trouver stir la ligne des naisr 
sancés et Stir h montée prolongée , deux points A' et T^ tels que 
Von ait 

« 

cela peut se faire d'une infinité de mamèf es par la consintcûon 
suivante. . ^ 

Prenez une porttOD quelconque SS' de la montée $0 > et po^tèi^i 
la de A en A' : menée la tigne A'S'^ et 6fUr le milied I de cette li^e^ 
élevez la perpendiculaire IT^ qui rencontreHa en T la -montée pto«- 
longée : le point T sera le centre de Turc moyen Mm > et A' cel^ 
de l'aro extrême AM. 

En effet , par cette construction ^ on a 

A'T~S'T et AA' = SS': 
AA'H-A'TteTS, 

comme T^slîgé la question. 
Le point 8' pouvant être pris à volonté dans Teiendue de SO^ i| 
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«^ensuit <{ae le problème a nne iaimté d€ soliiilîeiia ven^rméeï MUit^ 
leé deux limites AA' sdo et AÀ' m SO : ces deuK . eas ^extoAtna» 
^mit reppésentéi par le« fig«r^ 47 ^^ 4^« Dans ie acjooftd cas 4^ 



^ Il est aiaé de ToSr que da»e ce Mf ^ l'es^c^ AMSO est Ip 
"plti^ ^and pos^le ; dTeii l'on êenckit que pjiia i'attse de ftanier mp^ 

froclier^ d? çett^ lûnite i (âusi le vgJiuRie 4'#»u ftiû p^ut i^ser iûimb 
arche sera grand. 
" Potir avoir l^expreésion algêbricpie des deux rayons AA' fit 3^^ 
appelons le premier r et 4e second R : faisons do f 1|W AQ^S' ^» 
SO = a, on aura 

et l'équation AA' -f« A'T =tST devient 

ô'bùl'otttirç 

R = .1 

aa — ar 

celte équation fait voir gqe iofsqçi^ /«vp^^onaRss: — itlf. ^ c'est 

le cas de la figure ^7 , et ^e rne peut pas être plus grand que a^ 
^uisqu'aSors R est infim : c'est le cas de la figure 4^. Je se m'aflrête 

bas à dçmQntrerqui? r^quaUçpR=: -^ — — — iburnît la CQn^trtu^-^ 
tion que j'ai donnée plus haut. 

. • Viwx atiwir le jrfpport ^»tr« \» t^v^ crtrême r ^ Fa^^igle AAItf > 
«Mt e^ 9P(I^9 égai é 1 4W «lu;» 



OT=?lî4 (i-p^r). AT;^^^ 



' I 



« I 



i'équation AA' + A'T=±TS devient; 

\ r^ — -^ ==?^ + ^— > (i*^^)! 

d'Ott rpff iîr^ 



coaC-f-^mb — i 

• • • » 

e plus l'angle C approche d'An dnilA^ 
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plus R est grand , et plus le volume d'eau compris sous Tarclie est 
jCpDsidérable : il est néanmoins une considération d'un autre genre 
qui doit empêcher de prendre R trop grand.. L'élégance et la gracç 
du coup-d'œil exigent que les deux rayons r et R différent le moins 
.possible y afin qu'on ne passe pas dans le point M de raccordement 
des deux arcs y d'une grande courbure a une autre beaucoup plus 

petite. Pour remplir cette condition j il faut que — , c'est-k-dire^ 

— ::r— soit un minimum : éfifalant à zéro la différentielle de celte 

quantité ^ on en tire 

et ensuite 

JTobserye que je'n^ai pas fait précéder le radical du double signe dtz, 
parce que la solution indiquée par le signe que j'ai omis , ne résout 
pas la question présente. 



> • 

7MF. II. 



Etant donnée l'ouTerture , la montée ainsi que le nombre de 
degrés des arcs ^ excepté les deux derniers voisins de la clef j 
d'une demi-anse à un nombre quelconque de centres ^ tracer cette 
anse. 

Soit AMMTkTRT S la demi-anse à tracer (Gg. 5o). Les condi- 
tions à remplir sont^ i*. que le contour du polygone AAfA'A'A'^T 
soit égal à TS; â*. que le polygone n'ait point d'angles rentrans : 
l'en ai déduit la construction suivante. 

1*. Prenez une portion SS' de la montée ^ et portez-la de A en A^: 
le point A' sera le premier centre. 

V. Faites l'angle, A Aid égal à l'angle donnée et ayant prolongé 
MA' jusques en k sur la montée prolongée .y marquez un point A' 
qui sera le second centre cherché s'il remplit les deux conditions 
suivantes^ savoir, i\ si ayant porté A'À' de S' en S% le point A' se 
trouve en dessous de l'horizontale passant par S'; a\ si KJS^ est plus 
petit que RA*.* 
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S*. Faites l'angle MA'M' égal à l'angle donné y et ayant prolongé 
M'A' jusques en ^ sur la montée prolongée y prenez à volonté nne 
partie A'A* qne vous porterez de S' en S*; ce point A* sera le 
troisième centre , s'il réunit les même conditions que ci-dessus y 
savoir^ i*. si ce point A* est en dessous de S'; 2"". si KfS' est plus 
petit que K'A*. . 

4''* Vous marquerez de la même manière d'autres centres A*% 
A% etc. en les assi^étissant aux mêmes conditions que ci*dessus. ^ 

5**. Enfin pour marquer le dernier centre T ou celui qui doit 
être sur le prolongement de là montée y il suffira dé fidre TA^^:=: TS'% 
ce qui peut se fûre sans tâtonnement en menant la ligne A'^S*% et 
élevant sur son milieu une perpendiculaire qui déterminera le point 
T par sa rencontre avec la montée prolongée. 

Il est à remarquer que par cette construction » on u'ast pas maître 
de se donner l'avant-dernier angle M'A '"'M*, car il déterminerait un 
iâutre point T qui ne serait pas également éloigné de A*^ et de S*% 
comme cela d<Ht être. 

n est aisé de démontrer que les points A', A', À*, A'^, etc. doivent 
remplir les conditions prescrites. En effet, i*. A' doit être phis bas 
que S'; car si ces deux points étaient sur la même ligné horizontale^ 
comme lé reste du contour A'A* -|- A*A"' + A*T doit être égal à 
S'T, ^cela ne pourrait jamais avoir lieu y à moins que T ne f&t à une 
distance infinie. 2"*. Il n'est pas moins évident que KS' doit être plus 
petit queRA'; car si l'on avait KS'=rKA', tout autre point quel- 
conque T en dessous de K ne pourrait donner un contour T A**A^A' 
aussi long que TS% parce que ce conteur étant toujours plus petit 
que TK+RAV serait aussi, plus petit que TK -f- KjS' : donc quand 
KS'= KA% le point K est le dernier centre et le polygone se ter* 
mine la : donc pour le prolonger plus loin y il faut que KS' soit plu^ 
petit que KA'. . ■ 

On démontrera les deux mêmes conditions poiur les autres angles 
saillans A% A^% etc. du polygone. 
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^ PROBLEME m, 

• • ». 

f. s , ■ . 

». • . . 

' Des Anses à, cinq centres. 

La constitiction générale que nous avons donnée dans le problème 

précèdent , s'applîque au cas présent. On reconnaîtra qu'il iaudra , 

pour que lé problème soit possible, que Sangle donné AATM(fig.4gf) 

Boît tel qû KjS' aoit phts petitipue K.A^ 

, Si au. lieu de se d6imer Tanglê AA^» du TO«ktt partir dWpmnt 

dojiaé T pow le centre moyei» , il fMdrsôt d'abôfd , pour ipm it 

IpcdUëbe fiikt possible ^ «pie ce poini» T £at j^iia près de A <pi^ 

de S ; car s'il était à égale .distance , ee. semît le cas. dr la 

^gure 4.7^ ' • 

Voici donc coranrmi «i» • jr |Nr<i4«4iw t- ' ^ - 

i%\09 i)^eQdrait unis portion SS' d# U montée que Fm: por^raH 
de A en A' pour avoir le premier centre A'^ et U fqnïâraÂt qu^ T fut 
^licor^ plus près -de A' que de- S',. ..:.'•• 

^ ^%Vi s'agirait enjuile de tjfcwrer çUn^ Vmf^J^oTr ^» PPWUA' 
tel que la somme d^ ses distances aux; deux poii3its AV^^^T fut 
égale à TS'* P}ufl|^mrs points rnnplicseat cette /çpnditionj iJU soxit 
tou^ placés isqr une ellipse dgot A' et I* sosi les jEpyers j et XS( ^ 
^ligueur du grand axe. Pour avoir uo de eea^ points.^ ijb (as^marqucif 
vu point S\ décrire du. point A' comme centre , m» arc ay?c le 
raTon A'A* =^ S'S% et ensuite du point T, c«n»me f enti^ ^ avec, m 
rayon TS'^=;;TA% décrire un.aeco^d arc ^ déterminera^WcQUJM; 
cherché A' par eoa intersectioa awcle premier^ si ette a. lim^daïui 
l^ugleAOT. 

£n traçant Ti^pse dont noua avons parlé» on. anaait sans tàtoiw 
nement tous les points qui peuvent être des centres A' : ib sont tpiia 
placés surFaxe elliptique compris dans l'angle A'OT^ et Tua de ces 
points peut être placé-de manière que Tangle AAUif soit d^un nomJtM^ 
donné de degrés. . • - ' ' 

Si Ton voulait que les trois arcs AM, MM', M'S fussent d'un 
nombre donné de degrés y on diminuerait le nombre de tâtonnemens 
par la méthode analytique suivante. 
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SoUÀO=A,OS=a, AA'=r, ST=R, AA'M=e,2MtTS=<j>, 

on a 

A'A'N = comp. (C + ? ) , 

' sin A'NÀ* = sîn ( NA'A* -h A'A'N ) = sin (90* — (f) = cos <p; ' 

« 

Les triangles A'A'N et NTO fournissent les expressions suivantes : 

A'A'= -J^ fj - r - îi^ (R- a )\ 

COS (t+^) \ C08^^ ^/ 

'1 

Par la condition du problème y on doit avoir 

AA' H- A'A^+ A^T = TS j 

Subsétuant dans celte écpiationles expressions algébriques desUgnes^ 
èl faisant attention que coa ( tf -f- f ) ^s» <?d5 tf cos <p — sin f sin <p , 
on a, après les réductions, rëtjuation suiyaiUe 

(cos(^ — •iaC)(i— r)--cOB(e+^)(R— !•) 
+ (cosf — sin^)(R — a) = o .(A). 

Dans les applications de cette formule ^ il ne faut pas oi;dblier <{uW' 
n'est pas le maître de choisir pour C ei pour.f des angles à rolonté ; , 
ces .angles oat des limites qui dépendent <lu rappcNrt ent^e b et agt 
il faut donc prendre pour C et ^ des vdieuts ieUes ^ qu'eUes puis--, 
•eut «dtisfaire aux deux conditions «uivantes ^ sayaîr, que r<:^« 

et Rt> - ^ ^'- . ■ ' ■■ 



aa — 2r 



, Supposons y par exemple , qu'ayant 5 =s loo et u^xi to ^ on voulût 
laire 6 de 40'' et ç de 1 5""^ Téquation (A) donnerait 

M eti prenant r plus petit que lo, la. valeur qui en résulte pàur R 

Èe trouve toujours plus petite que ^ _ - , tandis qu'elle doit 

être plus grande; d'où il faut conclure que le problème est impos-. 
sible avec ces données^ 

Mais st on veut' que C soit de 48"" e^ 9 de 9% Véffmûou (A); 
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donne alors 

R ==60455+9^579^, 

et Ton trouve qu'en iâisaiit r plus petit que â,5 , là valeur qui en 
résulte pour R est plus grande que J^ , et que par con- 
séquent le problème a plusieurs solutions. Si Ton fait , par exemple; 
r=:2, on trouve R =: 6a3;^3 , quantité plus grande que --^ 1 

on trouve ensuite y en remontant aux expressions des lignes de la 

figure , . 

A'A'=i,6, A^T = 619,8. 

La construction de Tanse de panier n'a plus rien de difBcile. 

M. Bossut a donhé âans FEncyclopédie méthodique , une équa- 
tion beaucoup plus compliquée que Féquation (A) ci-dessus : elle 
renferme d'aîlleiirs une erreur manifeste : l'Auteur y suppose qu'on 
J)éut prendre le premier rayon >• d'une grandeur «uLîtraîre^' tandis que 
nous avons vu qu'il doit toujours être jplus petit que la montée a : il 
£iut en dire autant de la limite R qu'il n'est pas moins indispensable 
de considérer. 

Nous avoiis déjà dit que , plus le nombre des centres est grand , 
plus le proMème des anses a de solutions : on en diiminue le nombre 
par celui dés conditions que l'on s'impose. Le choix décès condi- 
tions est im[iortant; en général les plus essentielles sont , i*. que 
l'espace renfermé par l'anse ou lé vblunle d'eau soit un Aiaximum; 
21*. que les chângemens de courbure d'un arc à l'autre , soient les 
plus petits possibles. Voyons comment l'on peut remplir ces deux 
conditions. 

^ Soit ( fig. 5i) une' demi-anse à cinq centres. Nous avons vu que 
le second centré A" peut être pris sur tous les points de l'arc ellip- 
tique compris dans l'angle AOT. Maintenant il est aisé de voir que 
si l'on prend le point A' plus près dé A', on aura une nouvelle 
anse de panier qui' embrassera la première ; ensorte que depuis le 
point Z jusqu'au point P^ les volumes d'eau renfermée par les anses 
vont en augmentant ^ et dans ces deux limites^ l'anse à cinq centres 
redevient à trois centres. Il s'ensuit que le premier rayon r et le 
dernier R restant les mêmes, plus le second rayon est petit ^ plus 

r«space renfermé par la courbe est grand. 

U 



« * 
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_ M 

«n il^eât pK moîasaisé 4e proutrer ^«t pins r augfReiite^ plas 11 

augmente aussi y et plus le volume d'eau est considérable. 

Dowc on «pprochen d'autant pk» dn nuucimum ém, voiame 
4'cfav, «p&'on fen rel R. pins gnoids et le vsjmi intermcdsicre |iliis 
petit. 

Vojrons actuellemient ce qui arriye relativement aux cfaangemens 
de courbure : 5 et a restant les mêmes. On peut comUner d*une 
infinité de manières les trois rayons et Tangle AATMÇ • Il est évident 
que k combinaison la plus favorable serait celle pour laquelle les 
cbangemens de coutbure qui ont lieu en M et Bf seraient en même 

«emps lee pHis petits^ ou pour laquelle —^ et ^ seraie&t des 

mininwms.Cesàenx conditions sont incompatibles et me peuvent avoir 
lieu ensemble. Pour s'en convaincre^ il fitut faire varier séparément 
les indétemiiiées é^ k qmestaou. 

SuppoMMQs <ra2M>td les centres A' et T fîxes^ e'estrihdire r et R 
conetans : le eec^Nnd centre A' pourra être pris arbilraif^m^it sur 
, Tare ettjrptique PZ; fdas A' sera pi^ès de A'^ plus le cbau|;eneut de 
courbure en M sera petit; mais plus aussi il aéra grand eu M'^ et 
vice versa. Gela sera vrai , indépendamment de toutes valeurs de 
/-et R : donc oo ne peut pua obtenir en même fencpe que les 
changemens de courbure en M et M' soient tous deux des minimums. 

Il s'ensuit que le centre A*^ étant fixe , plus on prendra T près de 

7j y plus - sera petit. Mais c'est un théorème feciie à démontrer 

qné, quelle que soit la position de T, le point Z dlntersection dé 
la montée ayeç l'arc etlipti^e , né change point de place ou resté 
te mèxne pottrtowtes les elfip$es. En effet, quand on prend le se- 
cond centre A' an point X , en imag^ànt la ligne ATL , on a 

A'Z -^ ZT sa TS', •■. A'Z« S'a , . 

ce qui D« peut avoir lieu qu'en vm seul point Z, et alors l'anse de- 
vient à trois cenlres seulement. Donc plus T sera près de Z, plu» 

-sera petit, quelle que soit d'ailleurs la position du centiv A*. 

On dtmknM Ame le «iMmgeneRt 4e couAure es IT, Ittraqu* le 
pwroiw et l« swmmI rayon Testant de même longnevr , oa rapproche 

19 
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T de z; ce qui augmente, en même temps , l'arc AM et dimmue 
l'arc MM'. 

• 

Si maintenant on fait varier le centre A"*, z changera de place; 
Les valeurs que nous avons déterminées pour r et R dans le pro« 

blême premier , et qui donnent le minimum de — ^ auront encore 

lieu ici y puisqu'on est le maître de prendre le point T aussi près 
qu'on le veut de z. . . 

La conclusion de ce qui précède est qu'il faut d'abord ^ dans 
les anses à cinq centres comme dans celles à trois centres y faire 

AA'=r = *l±^=i*^^^ 

que \ . : cette combinaison donnera un mi- 

■ • R 

nimum pour — . {leste à savoir où il convient de placer le second 

centre A*. N^oiis avons vu qu'en diminuant le cbangetiieni de cour- 
bure en M , on l'augmente en M', et réciproquement. Ce qu'il y a 
de plus avantageux à faire y est que les chang.emens en M et M^ 

soient les mêmes. Pour cela , H faut que -r-rr = -r^^ y ou que 
A'M = TS. AA'^ oo que A'M = VtR> ce qui donne 

A'A' = — r-t-v^ et TA'=R— y/PS: 

On aura donc le point A*^ en décrivant du point A^ avec un rayos 

— r4- v/ïR , et du point T avec un rayon R — V^R , deux arcs 
de cercle dont Tintersection sera au point A^ 

En récapitulant ce que nous avons dit dans ce problème ^ on voit, 
I* qu'on approchera d'autant plus du maximum du volume d'eau y 
qu'on fera le premier rayon r et le troisième R plus grands y et le 
rayon intermédiaire plus petit; 2* que les deux changemens de cour* 
bure en M et M' seront d'autant plus petits que les valeurs de r et de 
R approcheront davantage de celles trouvées dans le problème V^y 
en faisant le second rayon moyen proportionnel entre les deux 
autres. 

Gomme cet^ deux base» sont incoQipatibles y 1t &udra se rappro- 
cher de lune ou de l'autre y suivant les circonstances partîcalièresi^ 



DE L^ÉQUILIBRE DES VOUTES. 147 

Ainsi y si le pont est ëlevë tet qu'on n'ait pas besoin d'augmen- 
ter le ' passage de l'eau , il faudra , comme nous Tavons dit , 
faire 

i»+i^ + (i — a) i/ft» + a». 

^= ^ ' 

B un peu plus grand que *'+«*+<*— g) V&*+g* ^ ^^ j^ rayçn in- 
termédiaire = v//A : ces proportions fournissent l'anse la plus 
gracieuse à l'œil. 

Si au contraire on a intérêt à augmenter le libre passage de 
l^au^ il Êiudra prendre r très-peu au-dessous de a ^ faire R aussi 
grand que le permet l'exécution de l'épure , et prendre le second 
r^on très-petit, y ou A' voisin de P : cette çombhvûspn fournira le 
plus grand volume d'eau possible. 

M. Bossut^ dans l'artida j^t^^ité ér» VSn^fjctopédie, suppose le 
premier centre A' constant ^ ainsi que l'angle AA'M, et il cberchft 
sur la ligne MA' indéfinie ^ et sur la moutée prolongée y les q^ntres 

A' et T qui fournissent un minirmim pour ^^ y ou qui donnent le 

plus petit changement de courbure en M^ Cette hjpotbèse ne mèn^ 
à rien^ puisque nous ayons vu qu'en, dimimiant le changemeat de 
courbure en M'^ on l'augmente en M ^ et que par conséquent' on per4 
d'un c^té l'avantage acquis de l'autire ; d'ailleurs l'Auteur ne fait 
varier que deux inconnues au lieu de quatre^ et en faisant varier 
l'angVe AA'M^ il aurait vu qu'on est conduit à placer A' ^t "T Iç 
plus près possible de z : on a alors le minimum de tous les mojcima 
qu'il a cherchés. Il faut donc regarder comme insignifiante l'hypQ-» 
thèse qu'il a cousidéréer . ' 

* ... 

1 

PROBLÈME IV. 

Des anses à un nombre quelconque de centres f 

. . .^ - 

Quel que soîi le nombre des centres , les résultats suivans auront 
toujours lieu* ... 1 

I*. On ne peut déterminer la variation ou le changement de 
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courbure êms Yxin des points M^ Wp W^ M'^. • • «etc. (Sg. 5o}i 
tans l'augmenter dans les autres ; d'où il suit ^'il n'y a ancua 
avantage dans les combinaisons de ce genre. 

a*. Les centres A' et T restent k la néne place ^ et les autres^ 
rayons restent aussi les mêmes , on augmente le volume d'eau en 
rapprochant les pointe M, M'^ M% etc. du point A. 

3*. Le point T étent fixe , l'anse à deux centres renfennera plu» 
d*ea« que toute autre; car on ne poumût ajouter mn centre de plus 
A' à la figure 46 > sans rapprocher A' vers A ^ et la nouvelle courbe 
serait Mnfermee dans la première ; d'ok il sait que Tanse de la 
ig«M 4Seit cette «pli «vofierme le plus grand espace àfcaMsetnKMt* 
ftées ^aies. 

B euk de ce qui p rfeède ^ qu^ea nmitipliafit fes centres , on di^ 
minue le volume d^eau^ ainsi <p2e fe chaudement de courbure y et 
qu'ainsi en se rappreoN»» «l*«a« opèca ê^ per^c^itm i on s^éloigne 
êe fautre. On se décidera donc suivant les circonstances^ pour la 
préféwnce à donner à Tune ou k I^tre. Ainsi , si Ton a un grand 

iatwêk k ^ugiPmter le volume de T^av , ou ebojaira «ue anse à 
trois centres ; si au contraire jon n'a pas besoin d'augmenter l'espace 
renfermé par Tausç ^ on préférera Tanse à un grand nombre de 
centres^ afin de diminuer la variation de courbure d'un arc i 
TÀutre. 

pans le jHremier cas ^ on fera le premier rayon r presqu^égal è b 
luoptée «t ^^ V^ rendbra f autre R trè$^;rand ; il ii'y a de borne i 
pette rè^e ^oe celle qu'exige TcTicutioo de J'épure^ 

Dam le ê^owdc^fi , il faudra ioaérer entre r ft il d'autres nyoj» 
intermédiaires /, r^, f^, etc. qui devront être dee iiioye^a ^éomé**^ 
triques : r étent un peu plus petit que tf^ et R un peu plus grand 

ipe — ^^J^ — . Les expTf saioM de tcms les rayons y en appelant 
m le nombre des centres de la demi*anse ou des rayons-^ seront 

S 

A"M'=r("Y'Wr' T5— R, 
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Ajaut les gnmdenrf des nyons^ ou anm les côtés da p^Jygoat p^ 
des soustractions successives. Il restera ensuite à marquer les centres 
A'^ A% A'^etc.^ ce qui peut se &ire de bien des manières. 

Imaginons que les côtes A'A% A^A% A*A'% A"A% AT de gran- 
deurs invariables ^ soient lies ensemble par des charnières en A% 
A'j A**^ A^^ on voit que les einq côté» de ce polygone^ dont les 
extrémités smit fixées en A' et T, peavent prendre une infipité dtt 
positions^ Toutes c^ea ie ces positions Api& lesquelles le poly gona 
acm toos ses fngles saillaos et compris daaa l'asg^e A'OT^ Sounu* 
iwit det finies de p«iuer. Chuqu^ ceptre A% A% A""; A^ pourra varier 
entre deux limites //, /^p^, r^V**> '•'^'^t Oft pw* déçerwîrïw ces 
Umitea soit par la trigonombne ^ soik pw xmo «pnsts^ictio^ gr^ 

On peut y parvenir encore plus simplement ^ en formant le po^ 
lygone A'A^A^A'^A^T avec des -bandes, de cart^^ ii««o ensemble en 
A'A^A'^A' par des cLaarnières de papier. Alors si Ton a intérêt 
d'augmenter le volume d*eau , on donnera au polygone nne posi- 
tion qui rapprochera les centres A% A* de la ligne AO^ position 
qui dio^iii^uera I9 longueur des premiers arcs AM, M M'^ et augmen- 
tera la longueur des arcs SM'% M'^'Af* dont les rayons sont les plus 
longs. 

Si au contraire on n'a pas besoin d'asipsenler le volvme de Teau , 
on donnera au polygonç une position telle ^ que ses aagles saillans 
A% A*^ A'% A^ ne soient p^ teop inégaux Le goût Mffira pour 
choisir la conibitteison )a pb|S gr^cieiiaé à Toefl. En général il parait 
plus convenable que les arcs AM^ MM'^ etc. ou croissent tous ou 
diminuent tous. 

PROBLÈME V. 

^idr^ uae 0ns0 de fanier ^un nombre ifuelfOTUjfue dç centres, dont 
Ifis ares scient d'un nombre de degrés déterminé^ et dont hs chài^ 
gemens de courbure soient égaux. 

Dans le problème précédent^ les angles formés par les rayons 
étaient arbitraires ; ici nous les supposerons donnés ou liés jpar 
nne loi 
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Soit r le premier rayon AA% et R le dernier TS : la raison de la 



progression sera T— j , n ëtant le nombre des rayons ; et en fai- 

sant pour abréger r — j =V» 1®* rayons successifs seront r^ifr^ 

q*ry cj^Vy t^r R ; je supposerai que la voûte a onze centres , 

ou la demi-voûte six , fpmme dans la figure 53 : ce que nous 
dirons s'appliquera aisément à un plus grand nombre de centres. 

Soient "^ , "f , *£ , '€, '^ y €y ... les nombres de degrés que 
doivent avoir les arcs AM, MM', M'M', M'M', M^M^-^-M'^S ; 
en construisant sur les côtés du polygone les triangles rectangles 
A'A'R', A'A'R', A'A'Tl', A"A^R", A'TR% on aura cette suite 
d'équations 



A' A* = X (ç—i 

A'A.'=sqx {q — I 

A'A"=7'j:(7— I 
A"A^=:^'jc(y- 
A'-T =/a:(7- 

AH' î 
A'*R": 
A-R* : 
A'R* : 
A'R' I 



TRt sîsTA'cos^, 

A'R"= A'^A" cos(C-f-.'é) , 
A"R'=: A* A" cos(e + '^ +'5) , 
A'R' = A'A* cos(C4-'^+'C+'5) , 

A'R' = A'A* cos(€-|-'ÇH-'€H-'€-f"C)» 

TA'sinÇ, 

A"A»sin(C+'ê), 

A'A"sin(C+'ff4-'^), 
A'A* sin (^ + '5+ '€ -I- 'g j, 

A'A* 8in(^+'C4-'C4-'5-+-"^). , 



Or il est évident cpion doit avoir ces deux équations 

TR' +ATl"^ +Am*+ A^R^+.ATl'=TO=R— a=v*r— a, • .(i), 
A-R^+A"'R"^H-ATV^+A'R^+A'R'= AO=i — /• (a)- 



Substituant dans les équations (i) et (2) , au lieu des lignes leurs 
expressions algébriijues , ainsi que celles des rayons, elles de- 
yiennent 

(^— i)/rcosÇH-(y--, )y'rcos(CH-'04-(y— Oy*'"<?os(^-f-'^4-'0} 
.4-(^— ,)^rcos(€+'€H-'^+-e)+(y— ,)rcos(€+'^+'f+'^4-"Ok3) 
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(9^iymnff-K7— i)7»/«ia(C4-'0-K7— 09'*'-s™(^+'€-+-'^)) 

Je multiplie Téquation (3) par -^ et l'équation (4) par -, et ks 
ayant ajoutées^ j'ai la suivante^ qui ne renferme plus r : 

*(7— 0[7^cosff+9'cos(€H-'0+yVos(^4-'^+'^) 
+7 cos (C+'C-i-'C+'C) + cos (€+'e +'€+"€ ^''€y] 

— *954-a(7_i)[^6in^+7'sin(e+'^)+/sin(^+'e+^^) ^.... (5) 
+ y»sin(e + 'e4.'g)4.ysin(^H-'e + ^5-f-'^) 
4-sin(ff+'€-+-'e + *^-f.-f)]4-a=o. 

Quand on connaîtra les angles €y '5, '^, etc. , on pourra tou- 
jours déterminer q par Téquation (5) , ensuite r par l'une des équa- 
tions (5) et (4), et R par l^' <ï uali o n R — y*/. 

Si les angles €^ 'C j '€ y etc. doivent être des fonction^ ^^ ?> ^^ 
problème serait d'un ordre plus élevé^ et l'on ne pourrait avoir a 
que par tâtonnement. 

Supposons y par exemple , que les arcs AM , MM^ ^ etc. doiveùt 
être d'égales longueurs, à l'exception de celui M'^S de la clef, 
qui, étant répété deux fois de part et d'autre de la montée, ne 
doit être que la moitié des autres ; on voit que cette condition 
exige que le nombre des arcs, c'est-à-dire €\ '^^, ^^, etc. soient 
en progression géométriquie décroissante , dont la raison soit y. On 

aura donc 

■ 

mais on doit aussi avoir ^ + 'C -f- '^ + '^ + '^^ + ^^ = 90*. 

Substituant dans cette dernière équation pour 'S, '€[, 'C, '''€, '€ i 
leurs valeurs en é, et tirant ensuite la vadeur de C, on a 



On trouvera ensuite les valeurs de '€,*€,"€,... etc. , en multî-* 
pliant successivement celle de € par 3^, 3^*, n^r*, etc. , et l'équa- 
tion (5) n« renfermera plus que ^, a, ^. U ne sera pas possible 
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d'ayaîr f directement » mids on pmura y parvenir par des eaeais 

4)H, des sulMtitttlioiia. 

En donnant successivement à ç différentes valenrs , telles que 
i^i^ i,3> i>S> i>4f •-•» ^^'^ ^^ fonnerait enlre 6^ a^ r^ et les 
autres rayons ^r, Ç^^y^^^^f • • . » et les angles ff^ T> 'f > etc. , une 
table au nio|feii. de la<niella on pourrait toujours consiroire Tanae 
de panier dont on connaît ^ et a. Pour Texactitude de la construc- 
tion , il âtudrait calculer trigonoQiëtric[uement , a Fagard de AO et 
de OT, le liei» des centres A% A*, A"^,. A'' , et les points d^ntersec- 
tion de la ligne AO avec les différens rayons. 

Voici les calculs qui ont jerri à coosttiûre b figwo 55 : j'ai Ait 
tfssi; ^=1,5, et j'ai trouvé 



'C= 6* 40' 

'€= 9- Sqf 

•tf=s 14*59' 

<^4 



4a» 4»' A' 



A'À'»o^a34 

A'À"= 
A" A^ s 
T s 



0,7049 

1,1775 



A-»» =--«,4548 

A"R,"* 0,7437 
A^R« sa i,i635 
TR' =1,7655 



AV 

A'R* s= 0,2914 , 

A"Br a* «,a5i3 , 
A^R-sa 0,1818, 
A'R' asB o,«68S , 



n «8t aisé de donner une forme générale h. l'équadon (5) , et de 
la rendre aj^icaUe à un nombre quelcon^e » de centres ou de 
rayons d'une demi-anse « et l'on « 



A (7 — i)[co8 (5 + '^4-'^ 4- . . . -f-*^^ ) 
.4^cos(C-f-'^+'C+. . .+-»€)-H'cos(M-'^+'^+. . ^"^Cyt-. . 
_5^. 4- a(ç — t) [sin (Ç 4-'^ -♦-'€. .. +"-*^; >(^ 

4^sin(€+'C+'C+. . :+."Tr»^)-h7'BinCS4-'€4-'€+. • .+""*^ H-'-J 

Il feut observer que dans eette formule les expressions ■-"•? > 
•~'C, ■-<, n'indiquant pas des puiasances de € : ^— a , »— 5, etc. , 
indiquent seulement le noibbre d'accens des angles successif; 
enfor^quequandon ftiï~€,piMr «9eiiiple»égal«iiéf8» coe""^ 
devient cosC, et la série e«t termiaée. On peut mawmiêef qM 

pei^r 46u% My4Mia ou a un tetipe swleniwi* wlM l» Awi^cvoch^g 

deux 



/' 
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deux termes pour trois rayons ^ trois termes pour quatre rayons ^ 
et ainsi de suite. 

PROBLÈME VL 

Trouuer la ligne de courbure uniformément croissante: 

Imaginons que d'après la solution du problème précédent , on 
ait fût une anse de panier à mille, un million, etc. de centres. 
On passera d'un arc à l'autre par des degrés égaux de courbure. 
Maintenant, si on suppose que le nombre des centres ou des arcs 
soit infini, la suite de tous ces petits arcs égaux formera une courbe 
continue qui aura cette propriété , que les changemens de courbure. 
s*y feront par degrés uniformes : c'est l'équation de cette coùAe 
que je me propose de trouver. Nous verrons ensuite l'utilité dont 
cHe peut être dans la construction 'des anses de panier. 

Soit AS la courbe chertAée^ (tt^. tSiÇ)' , AF = a:, PM:=^; puis- 
qu'on divisant Tare AMs^, en parties égales et infiniment petites^ 
les rayons de courbure correspondans doivent être en progression 
géométrique^ il s'ensuit que l'arc ^ doit être le logarithme du rayou 
de courbure en M. Ainsi la courbe cherchée est une espèce de 
logarithmique dans laquelle les arcs sont les logarithmes des rayons 
osculateurs ; par conséquent , si on développait l'arc AM en jignft 
droite, et qu'on fit passer une courbe par les extrémités de tous ces 
rayons osculateurs qui déviendraient parallèles entre eux , cette 
courbe serait la logarithmique ordinlaire. Par la même raison , si 
Fou ployait l'axe de la logarithmique ordinaire jusqu'à ce que les 
ordonnées vinssent à se toucher, cet axe ^insi ployé formerait la 
courbe que nous cherchons. 

Cela posé > en appelant c le rayon de courbure AA' de la courbe 
au point A , et ^ celui du point M , l'équation de la courbe sera 

^ = log^, ou (en appelant e le nombre 2,718^5, dont le jloga- 

rithme hyperbolique est i ) ce* = ^. 

Mettant dans cette équation ppur 9 son expression , qui est, dans 

le cas de ds constant , zz^ » ^^ —^ ; 011 a 
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Poiii^ intégrer cettd équation ^ je £Û5 dy «^ pis ^ ce qui 

^y =: dpdê ; et substituant ^ ou a 

dp ds . V 

dont l'intégrale est c' + arc sm;^? £= -^j ou /? s= sin r*^"*" O > (<^ 
étant la constante qu'il &ut ajouter après rintégratîon). 
Pour înt^er de nouveau y je remets pour p sa valeur ^ ^ ce 

qui donne âjrcszdsïïixk T-^ -^^Y Je £ûa •^âsu^ et après les sul>^ 
tîtutions^ j'ai la transformée 

4^ fiSB -» «*- sm (n— <?0 as — — sm m»c<m c^ -!• — . cosn^sjnc/. * . (i) 

Pour intégrer cette dernière équation , f y substitua pour sia u 
et cosi^^ leiaw- ^■h>irii>,dgr.n£f*:.jKy J,*^ séries suivantes^ qui siml 
très-connues, 

fi.o ' s. 3. 4. 5 â. 0.4. 5.6.7 ' 

et après avoir intégré , j'ai l'équation suivante ^ dans laquelle ^ 
est la constante ajoutée, 

ys=— costf^ltt— — iî + =; + elc, j I 

•^ > a.5 3J.4.5 ^1 , Y 

+ smc^flog«— =î + — =î — etc.j4-^ I 

? a «•8.4 ^ J t 

Si dans l'équation ix =s: \/^* — ^9 <^ substitae pont df\ sa 
valeur tirée de l'équation (i) , on a 

itsess-— -^ cos (« — r) as — ■ ■ .— > - 

^^ s'intègre eoifime l'équation (i) | et donne 






cos {/ (^logtt — ^ •+• —— 15— etc. ) 
smc/ («— JL. ^ — --^^etc.)+c' 
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Poar déterminer les cpnstantes c^ d^ c% c% il fiiut faire les re- 
marques siiÎTantes. La courbo doit remplir quatre eonditions : 
I*. elle doit être perpendiculaire sur Taxe en A ; a*. On doit avoir 
en ce point jrsao^^aMo, ^mbo. 5*. La tangente de k courbe 
doit être perpendiculaire en S sur SO ; 4*« On doit avoir au point S , 
or = & ,^ =9 a. Pour remplir ces quatre conditions ^ il nous manque 
une constante arbitraire; car si on éliminait u des équations (a) 
et (3), l'équation en x et^ ne renfermerait que trois constantes : 
cela vient de ce que PéquatÎQn ^:^=ic&^ que nous avons posée pour 
celle de la logarithmique ^ n^est pas assez générale : il eût fidla 

prendre 1X9 se *Z, éiquation dans kqueBe k est constant^ et qui 

exprime en général la relation d\tne progression arithmétique quel^ 
conque à une progression géométrique quelconque. Les trois inté^ 
grations successives auraient introdnil trois nouveUes constantes : 
je n'ai pas suivi c^Um ntarciie ^ ^ul auioti exige qu'on eût l'équa* 
tion finie en 9 ^jr. 

On remplit également ce but^ en substituant auv conditions (3) 
et (4)> celle-ci : savoir^ que s=s:g dans le point S, ou bien cette 

autre^ que dans le point S oa ait ^ aca ^s« !:> (Jk étant un ce^pçort 
numérique ). 
Pour remplir la première condition , {e fkis dyssids, et ^so 

dans réquotion djzszd^muC^^^ai, et elle 



sin(i-.c^); 



ou en appelant m l'arc de go"* , dans le 
c^est-à-ifire faisant 1^5708=1 m ^ on a 



^^7—^ cm ct:;^^^m (4). 



Pour rempKr la seconde eondkiom , je ftisj'sa: o ^ jc sso et fssOy 
ou K = - dans les équations (a) et (5)^ et elles^donnent 
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c 



^^ fl.3.c* a.3.4.5.e* / 

— «in </ (— log c — =i- H L- etc.") (5). 

^ a c» fl.3.4.c< ' 

c' scos </ ( — log c — rr — I — -— =ï etc. ) 

^ fl c* a.3.4.c* -^ 

4- sin c' Q, L_ + L_ _ etc.). . . . .... .(6); 

^'^ a.3.c» a.3.4.5.c5 ^ 

Pour remplir la condition qne s sssg à la clef S , je fids ^ = ^ 
«t ^=:o dans Tëquation ^= ^.sin (^ — c) , et elle devient 

. ^ = «n(ij-^); 

or l'arc dont le slnos est séro est lui-même zéro ; donc 

^-.c'=o ou c' = ^.....(7); 
combinant cette équation avec Téquation (4) > on en tire ' 

c =: — •— ^ — -^ • • r • • (0) m 

Ainsi les quatre constantes seront données en fonction àe g, et 
les équations (2) et (3) ne renfermeront plus que g et les variables 

Si pour troisième condition on veut que les coordonnées de la 
clef soient dans le rapport de t ^ ou qu'ion ait "^ = r = A ^ on re- 
marquera que réquation (7) donne pour le point S, c' :=:u. Je fais 
donc dans les équations (a) e\ (V) ^ x :=. b , j z=bk ^ uz=:zc\ et éli- 
minant by ovL aura l'équation suivante qui y après y avoir mis pour c' 
sa valeur en c ^ ne renfermera plus que c et A: , et de laquelle par 
conséquent on pourra tirer la valeur de c en fonction de A> 
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(k sin c' — cos c') ( c?'— — =-, H =; — etc* j 

^ a.3 a. 3. 4.5 >' 

log c' — 3T + " ■ ■ .> ■■— elc- ) 

a a. 3,4 '' 

+ ( COS c'— A: sîn c' ) i - — — i— H _.^ « — etç* ) 

— (sinc'+^cosc')^ — loge — -zr- H 5-=^— etc. j=o (9)- 

^ a.c* a.3.4.c* ^ 

Les équations (4)^ (5)^ (6) donneront ensuite les valeurs de 
c', c% c*^ en fonctions de A:. 

D'après ce que nous avons dit dans le commencement de ce pro-« 
blême ^ on voit que si A'/ est une logarithmique ordinaire dont A^ 
est Taxe , et qu'on ploie Taxe A^ jusqu'à ce que les ordonnées 

f^ 5^ de la logarithmique se touchent de deux en d«ux y l'axe 

As deviendra la courbe cherchée A5 ; les ordonnées de la logarith^ 
mique deviendront les rayons Osculateurs de la nouvelle courbe : 

les extrémités a% a% à^" t des ordonnées de la logarithmique 

tomberont sur les points A'A^'A'^ T de la courbe A'T, qui 

sera la développée de la courbe AS. Les points m, ni y m' etc. 

tomberont sur M^ M^^ M''. • . .etc. La courbe AS sera^ comme nous 
le verrons , une espèce de logarithmique spirale. 

Si Ton ployait circulairement et du côté opposé Taxe A^^ jusqu'à 
ce que les ordonnées prolongées concourussent au centre du 
cercle dont cet axe serait la circonférence , la courbe passant par 
les extrémités des ordonnées serait la logarithmique spirale de 
Bernoulli. 

On pourrait croire que puisque st = ST y on doit aussi avoir 
A7 =: A'T; mais cela n'est pas : et effet, on a 

AT = TS ~ AA'=a st — A A' : 

or y A!t est nécessairement plus grand que st ^-^ Ajkf : donc aussi 
A't > AT. 

Si l'on suppose ^ = AS = 2 , on trouve 

c = 0,55045 , c' = 0,24587 , c' x= 2,oo85 , 
•"pssi — 1,7805, A0=: 1,5659, OS = 0,9165, 



i58 THÉORIE 
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et l'on forme le tableau saivaut pour la construction des courbes 
ASetA'T. 




AM 



oa s. 



PM 



on y. 



I • 



AP 



0,0 
e,a 

0,4 

Q.8 
».o 

a,4 



9,0 



•»»•■ 



0,0000 

0,344a 
o,5â5i 

0,74»» 
o,8ifl4 
Oj^SSig^ 

o,9f63 



0,0000 
q,q337 
0,1 a37 

0,21544 

o>9884 

■o,77S5" 

0,569^ 
1,1671 

t,965e 



MA' 

ou R. 



.- "gafWF" 

o,55o4 

o,8aia 
i,oo3b 

l,^9J|5o 

i,49fia 

a ^79(4 
S,3SoO) 

4,067a 



PR 

oa foimonnale. 






o,55o4 
0,5741 
0,578a 
0,490a 

Q'^4i&» 
0,3335 

o,aS95 
0,1767 

0,1087 
0,0000 



i^fiBS 
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En imitant la marche indiquée par ce tableau ^ et en calculant ^ 
pour plus d'exactitude 9 yingt points de la courBç au lieu de dis^, 
on aurait les quarante^un centres d'une anse de panier qui serait 
à la fois très-rrégulière et très-^grëable à l'œil : elle aurait Tayantage 
de laisser passer plus d'eau que Teltipse et d^avoir lea voussoirs 
égaux ^ tandis que l'augmentation de courbure ^ à partit de la clef ^ 
se ferait par des degréa égaïK.. Oa pourrait €Olis|ruire une table qui 
donnerait les cinq ëlémens de celle ci-dessus , pour tous les rapports 
entre la montée et l'ouTetture , c'est-à«-dire depuis ^=:o>i /uaqnli 
k =c: o^g. Je pense que ce travail serait fort utile aux Arcbitectes ^ 
et en particulier aux Ingénieurs des ponts et chaussées. 

Si l'on calcule les valeurs de j:^ et^ correspondantes auk valeurs 
négatives de ^ ^ afin de ccMilinuer ta courbe AS en dessous de l'axe 



^ 



V 



DE LTSQUIMBRE DES VOUTES. i5g 

da tàU de Ay on trouye ^e la co«rbe ait des revélutioas autoor 
d'an Certain point I (fig. 55) on elle n'airive <]ve lorsque ^sdbt-oo^ 

Les équations (a) et (i) penrent bien ^e^r à ealcnkr quelquôs-* 

tines de ces spires ; mais il sera plus court d'employer la méthode 

des quadratures ou celle qui se déduit du théorème de Taylor. Ou 

trouvera 

AR = o^4a8 et RI = o^i65. 

Cette espèce de spirale logantlmûque peut être le type de toutes > 

les anses de panier possibles. On conçoit qu'il suffit de trouver sur | 

Ik eouibe deux pmnts tels^ qn^ les normalet AO «l SO soient 
entre elles 4ans le rapport donné de la deftu-^otivettnre à la montée. 

On trouve que la développée de la tombe AS est une siutre spirale 
ayant le même centre ï que la première ^ et dont l'équation est de 
même forme. 

Ciftitbe dont tes rayons oscillateurs sont proportionnels aux arcs. 

I 

Dans la courbe qui a fait l'objet de ce problème^ les rayons oscu- 
lateurs étaient en progression géométrique , les arcs étant en pro- 
gression arithmétique. On pourrait demander quelle est la courbe 
dans laquelle les rayons osculateurs sont eu progression arith- 
métique. Voici comment on pourrait concevoir la génération. 

U&ut imaginer que(fig. 54) Aft^ au lieu detre une logarith- 
mique , est une ligne droite , et qu'on fasse ployer l'axe A^ jusqu'à 
ce que les ordonnées maf, rdcTy etc. se touchent de deux en deux : 
cet axe ks deviendra la courbe cherchée AS. L'équation de la droite 
A'T rapportée à l'axe A^ sera 

^ =s C5 4~ <^ OU e^4- c =5 — ^ . 

En intégrant de la même manière que précédemment ^ on aura les 
deux équations 

dyssids sin ( log ^ y ] , dx :=ds cos ( log j ) , 

qui donnent pour la courbe cherchée une nouvelle spirale^i Je ne 
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m'arrête pas à discutercette dernière courbe^ parce qae la première 
est préférable. Je remarquerai sealement que lorsque la ligne droite 
A't est parallèle à Taxe A^ ^ la courbe AS devient une circonférence 
de cercle. 

PROBLÈME VII. 
Sur r équilibre et la poussée des anses de panier. 

Tout ce que nous avons dit dans le cours de cet Ouvrage sur 
réquilibre et la poussée des voûtes^ ^ encQre lieu lorsque l'intrados, 
au lieu d'étae. une courbe continue dont tous les points sont liés par 
une même loi ou équation ^ est une anse de papier^ (rVat-à-dire une 
réunion d'arcs de différens cercles. On p^«* toujours, au moyen de 
l'équation M onfr ,g .— = © . trouver l'extrados qui rend la voûte équili- 
brée. Quant à la poussée , 3 estévidènt qu'tllese caHmlwa^ussi p^r 
les méthodes que j'ai exposées. Il serait sans doute superflu de donner 
des exemples qui d'ailleurs étendraient trop les bornes de cet Oy- 
vrage. Je remarquerai seulement que lorsque la voûte doit être un 
pont , on ne doit pas adopter pour intrados une courbe pour laquelle 
l'extrados exigé par l'équilibre s'écarterait trop de la ligne droite, 
Dans ce calcul , il faut tenir compte de la nature des matériaux 
compris entre l'intrados et l'extrados, et il peut arriver dans cer- 
tains cas que la courbe du problème VI ne comportant pas un 
extrados sensiblement rectitigne , ne puisse pas être employée pour 
intrados. 
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